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Streszczenie

Gléownym celem pracy bylo zaimplementowanie symulacji dla modelu materii
granulowanej z uwzglednieniem sit tarcia, zaréwno statycznego, jak i dynamicz-
nego. Celem szczegbétowym byto zbadanie zaleznoéci kata stabilnosdci krytycznej
dla sterty usypanej z niejednorodnych ziaren o ksztalcie sferycznym.

Otrzymane wyniki konfrontuje z wynikami z publikacji J. Lee i H. J. Herrmann,
Angle of repose and angle of marginal stability: molecular dynamics of granular
particles, J. Phys. A: Math. Gen. 26(2), 1993.

Dodatkowo opisuje implementacje metody catkowania Geara uzytej w przepro-
wadzonej symulacji.






Abstract

Title: Modeling granular matter with friction.

The aim of this study is to implement a simulation of granular material mo-
del with static and dynamic friction. I focus on the calculation of an angle of
repose for a two dimensional heap built of circular granules.

Then I have compared the results to the paper: J. Lee and H. J. Herrmann,
Angle of repose and angle of marginal stability: molecular dynamics of granular

particles, J. Phys. A: Math. Gen. 26(2), 1993.

In addition, I have described an implementation of the Gear integration me-
thod used in the simulation.
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Podziekowania

Chcialbym podzigkowaé¢ swojemu prowadzacemu za pomoc w przezwyciezaniu
napotykanych trudnosci oraz nabyciu cennego doswiadczenia.






Rozdziat 1

Wstep

1.1 Materia granulowana

Materia granulowana jest zbiorem duzej ilosci makroskopowych drobin (ziaren),
ktérych oddzialywania zachodzg podczas kontaktu oraz sg dysypatywne. W tego
typu materii przewazaja oddzialtywania miedzy drobinami i sg one na tyle du-
ze, iz wplyw oddzialywan zwiazanych z ich energig termiczng mozna catkowicie
pominag.

Pojecie materii granulowanej obejmuje bardzo szeroki zakres wystepujacych
zjawisk fizycznych. Natura tych zjawisk moze wywodzi¢ sie z zachowan charakte-
rystycznych dla ciata stalego, cieczy lub gazu. Wystepowanie tego typu materii
jest bardzo powszechne od osuwisk skalnych i wydm piaskowych spotykanych
na ziemi, az po materie¢ wystepujaca w kosmosie (np. pierscienie Saturna). Naj-
bardziej znana grupa zjawisk to formowanie sie wzorcéw w materii [I]. Mozliwe
sg fluktuacyjne zmiany gestosci przepltywajacej materii oraz powstawanie chwilo-
wych zatoréw, zaobserwowane przez G.W. Baxtera [2] w leju z przesypujacym sie
piaskiem. Zjawiska te powstaja dzigki oddziatywaniom dysypatywnym. Dobre od-
zwierciedlenie takich zachowan oddaje symulacja G.H. Ristowa i H.J. Herrmanna
[3]. Kolejnym czesto spotykanym efektem jest segregacja wielkosSciowa powstaja-
ca w wyniku drgan wibrujacego uktadu. Jako przyktad mozna podaé tak zwany
efekt brazylijskiego orzecha [4]. W wyniku potrzasania pojemnika wypelnionego
orzechami réznych rozmiaréw, po pewnym czasie najwicksze orzechy znajda sie
na gérze pojemnika a najmniejsze na spodzie. W ukladach gesto upakowanych
mozna spotkaé¢ sie z duzymi naprezeniami deformujacych sie drobin w wyniku
czego obserwuje sie powstawanie tak zwanych tancuchow sil. Mozna je zaobser-
wowa¢ dzieki foto-elastycznym materialom [5]. Bogactwo wystepujacych zjawisk
jest argumentem zachecajacym, aby zaja¢ sie badaniem tego typu materii oraz
symulacjami zjawisk tak czesto nas otaczajacych.
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4 ROZDZIAL 1. WSTEP

1.2 Tarcie

Tarcie jest ztozonym zjawiskiem mechanicznym. Pomimo tego, iz jest ono tla-
two obserwowalne i mozliwe jest jego ilo$ciowe zmierzenie, to natura tego zjawi-
ska jest Scisle zwiazana ze struktura atomowa powierzchni badanego materiatu.
Wspélezynnik tarcia zewnetrznego (zachodzacego w warstwie powierzchniowej)
jest trudno mierzalny, gdyz powtarzanie pomiaréw nie daje potwierdzenia sta-
tej wartosci wspotezynnika. W réznych pomiarach dla tych samych materiatow
otrzymuje sie rézne jego wartoéci. Zwiazane jest to z wieloma czynnikami nie
tylko pochodzenia materialowego, ale takze z metoda wytworzenia przedmiotu,
wilgotnodcia i zanieczyszczeniami elementéw tracych. W tej pracy zajmowaé sie
bede jedynie tarciem suchym, tzn. oddzialywaniem przeciwdziatajacym sitom po-
wodujacym ruch ciata stalego po innym ciele stalym. Bardzo wazne jest to, iz
miedzy nimi nie wystepuja zadne inne ciala. Jak dotad nie stworzono jeszcze
jednej jednolitej teorii tarcia suchego, ktora opisywalaby jednoznaczng wartosé
wspOlcezynnika tarcia otrzymywanego w dowolnych warunkach badan [6].

W fizyce mozna jeszcze spotkaé sie z pojeciem tarcia wewnetrznego materia-
hu. Jest to sita oporu ruchu powstajaca w wewnetrznej strukturze ciata stalego,
podczas gdy ulega ono deformacji plastycznej. Sity powstajace w wyniku od-
ksztalcania sie ciala uwzglednione sg w modelu Hertza, ktéry zostanie oméwiony
w nastepnym rozdziale.

Z punktu widzenia kinetyki ruchu wyrézniamy tarcie statyczne oraz tarcie
kinetyczne. Tarcie statyczne jest taka sila, ktéra nie pozwala na ruch ciala i
dopiero przekroczenie pewnej wartosci krytycznej tej sity umozliwi wprawienie go
w ruch. Zalezy ona od indywidualnych wtasnosci materialowych stykajacych sie
cial oraz od stanu ich powierzchni kontaktu. Coulomb podal warunek na wartosé
tarcia statycznego, méwiac iz wartosé sity tarcia statycznego Fiiqy nie moze byé
wieksza niz wspotczynnik tegoz tarcia jigq: razy sita normalna F, dzialajaca na
to cialo:

Fstat < ,UfstatFn- (11)

Glownym celem tej pracy jest badanie wspélczynnika zwanego krytycznym
kgtem stabilnosci (ang. critical angle of repose). Jest to kat nachylenia zbocza
usypanej sterty materii granulowanej o ksztalcie stozka, widoczny na rysunku
[LTl Nazywa sie go krytycznym, gdyz dosypywanie wiekszej liczby materiatu gra-
nulowanego powoduje powstawanie lawin i rozsypywanie sie struktury kopca, ale
warto$¢ nachylenia zawsze fluktuuje wokdt pewnej stalej wartosci, zwanej kgtem
stabilno$ci krytycznej. W pbdzniejszych rozdziatach najczesciej nazywany jest on
kagtem nachylenia zbocza.

7 przeprowadzanych badan do$wiadczalnych wiemy, ze zaleznos¢ kata nachy-
lenia zbocza jest Scisle powigzana z wartoscig wewnetrznego wspotczynnika tarcia
statycznego usypanej sterty. Jest to jedno ze zjawisk charakteryzujacych materie
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Rysunek 1.1: Schemat usypanego stozka oraz oznaczenie kata stabilnosci krytycz-
nej.

granulowana, a zaleznos¢ je opisujaca jest postaci

tg (0) = tstat, (1.2)

gdzie 6 to kat nachylenia zbocza, a pisie: to wspdlezynnik tarcia statycznego [7].

1.3 Plan pracy

W pierwszym rozdziale przedstawilem definicje materiatu granulowanego oraz
oméwitem najwazniejsze zjawiska fizyczne wystepujace w $wiecie materii gra-
nulowanej. W rozdziale drugim opisze model teoretyczny materii granulowanej
z uwzglednieniem tarcia statycznego. Natomiast w rozdzialach trzecim i czwar-
tym przedstawi¢ opis wykonanego eksperymentu. Rozdziat trzeci zawiera¢ bedzie
szczegbly dotyczace wykonania symulacji komputerowej, a w rozdziale czwartym
przeprowadze analize otrzymanych wynikow.






Rozdziat 2

Model materii granulowanej z
tarciem

2.1 Model Hertza

Jest to model opisujacy sytuacje wystepujaca podczas ruchu obiektu po po-
wierzchni innego obiektu, gdzie mamy do czynienia z oporem wywolanym przez
odksztalcenia sprezyste. Opisuje on oddziatywania miedzy elastycznymi kulami
naciskajacymi na siebie. Hertz zadal sobie pytanie: jak mocno trzeba Scisnaé dwie
kule, aby utworzy¢ miedzy nimi powierzchnie kontaktu o promieniu r [8]7 Zaist-
niata sytuacja przedstawiona jest na rysunku 2.Jl Chcemy wyznaczy¢ promien
kontaktu. Na podstawie twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy:

R3 =72+ (Ry —d3)? =r® + R3 — 2Rady + d3 =~ r? + R3 — 2Rody.  (2.1)

Dla dy << Ry otrzymujemy dobre przyblizenie wyniku. Dzieki temu otrzymujemy
warto$¢ odksztatcenia ds w kierunku promienia Rs.

T2 7,2

dy ~ — N —
27 2Ry T 2R,

(2.2)
W analogiczny sposéb obliczamy di, a wiec suma odksztatcen dla obu kul opisana

jest wzorem
2

r
d(T) =d; +dy = ﬁ’ (2.3)

gdzie promien zastepczy R~ = Rl_l + Ry ! Pomijam dalszy tok rozwazania pro-
wadzacy do koncowego wyniku, poniewaz nie bedzie ono nam potrzebne. Doklad-
niejsze oméwienie tematu mozna znalezé w artykule P.Borysa [8] oraz monografii
Johansona [9]. Najwazniejszym dla nas wynikiem z teorii Hertza jest wzér na sile

7



8 ROZDZIAL 2. MODEL MATERII GRANULOWANEJ Z TARCIEM

Rysunek 2.1: Dwie elastyczne kule naciskajace na siebie, tworzace powierzchnie
kontaktu w plaszczyznie XZ.

normalng dzialajacg na Sciskane kule

4Ea?

Fn:—7
3R

(2.4)

gdzie F (m%) to modut Younga i a = r. Dla pewnego nacisku wywieranego na kule
otrzymujemy powierzchni¢ kontaktu o promieniu a, tak wiec na podstawie wzoru
23)) otrzymujemy a = v2Rd. Wstawiamy a do wzoru na site F, i otrzymujemy

F, = 8_V2RE 432,
3

Rysunek 2.1] przedstawia kule, ktére nachodza na siebie. W rzeczywistosci

(2.5)

Sci$niecie kul do takiej odlegtoéci spowodowatoby odksztalcenie sie powierzchni
kuli w punkcie kontaktu. Natomiast takie przedstawienie dobrze obrazuje sytuacje
zachodzaca podczas symulacji komputerowej. Odlegtos¢ d mozna takze otrzymaé
z roznicy odlegltoéci miedzy srodkami kul.

d=Ri+ Ry — |’I71 — 772| (2.6)

Wstawiajac d do wzoru na site, otrzymujemy ostateczna postac sity normalnej
dzialajacej na kule podczas kontaktu, wywolang przez odksztalcenia sprezyste
[10].

2.2 Definicja modelu z tarciem

Rzeczywiste oddzialywanie drobin materii granulowanej np. piasku, jest bardzo
skomplikowane i trudno aby w jednym modelu uwzgledni¢ wszystkie opisujace
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je wlasnosci oraz parametry. W mojej pracy wybralem model zaproponowany
przez J.Lee i H.J.Herrmanna [I1] uwzgledniajacy sily tarcia statycznego. Stwo-
rzony przez nich model zawiera oddzialywania odpychajace oraz rozpraszajace.
Nie uwzglednia on natomiast wplywu ruchu obrotowego. Drobiny modelowane sa
przez sferyczne czastki, ktére moga ze sobg oddzialywaé tylko wtedy gdy sa ze
sobg w kontakcie. Dzigki temu, ze pozwalamy na niewielkie nachodzenie czastek
na siebie, model ten moze wykorzystaé¢ definicje sity normalnej zaproponowanej
przez Hertza. Polozenie §rodka czastki i (j) opisane jest za pomoca 7 (7), a
odlegtoé¢ miedzy nimi to 7; = 7; — ;. WielkoS¢ czastki ¢ definiowana jest przez
jej promien R;. Wektor 7 jest wektorem jednostkowym o kierunku zgodnym z 77;.
Natomiast wektor § jest wektorem prostopadlym do 7 i odwréconym wzgledem
niego o 90 stopni zgodnie ze wskazéwkami zegara. Mozna to zapisa¢ w postaci
§ = (ny, —ng). Definiujemy takze predkos¢ wzgledna v = v — ;.
Sita dzialajaca na czastke i, zapisana jest w postaci
Fii = Fuii + F.3, (2.7)
gdzie F,, jest sila normalna ztozona z dwbch czlondw:
Fp = kn(Ri + Ry — [75)** = yume(@ - 7). (2.8)

Pierwszy czlon odpowiada za oddziatywanie odpychajace podczas elastycznej de-
formacji, gdzie k, (kg/s?) jest wspoétczynnikiem sprezystosci materiatu. Drugi
czton jest zalezny od predkosci i odpowiedzialny za rozpraszanie energii kine-
tycznej. Wielkoéé v, (s~!) pelni funkcje wspotezynnika rozpraszania, a m, (kg)
oznacza masa efektywna zapisang wzorem:

me = mym;/(m; +m;). (2.9)

Natomiast Fj to sita $cinajaca, dziatajaca w kierunku stycznym do powierzch-
ni kontaktu:
Fy = —ysme (V- 8) — sign(0s) min(ksds, pFy,). (2.10)

Pierwszy jej czlon zalezy od predkodci i jest analogiczny do drugiego w réw-
naniu (2.8). Czlon drugi odpowiedzialny jest za symulacje tarcia statycznego.
Funkcja min zapewnia spelnienie warunku Fyor < pstar Fn Da tarcie statyczne,
ktérego wartos¢ nie moze byé¢ wieksza niz pewna sita, w tym przypadku pF,.

Cala idea uwzglednienia tarcia statycznego w oddzialtywaniu, polega na umiesz-
czaniu "wirtualnych” sprezyn pomiedzy czastkami, ktére sa w kontakcie (koli-
zji). Sila oddzialywania takiej sprezyny opisana jest wzorem —kgds, gdzie ks jest
wspoétezynnikiem oddzialywania sprezystego dwoch kolidujacych czastek. Czyn-
nik ds jest catkowitym przemieszczeniem Scinajacym. Najwazniejszg kwestig otrzy-
mania wartosci tej sily jest wyliczenie §s. Podczas wykrycia poczatkowej fazy
kolizji nalezy zapamieta¢ potozenie punktu kontaktu w uktadach odniesienia cza-
stek ¢ oraz j. Poczatkowa faza kolizji oznacza pierwszy krok symulacji, w ktérym
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a)

Rysunek 2.2: Polozenie wirtualnej sprezyny: a) Poczatkowa faza kolizji kul, po-
miedzy nimi pojawia sie punkt kontaktu. b) Polozenie punktéw kontaktu po
kilkunastu krokach symulacji. ¢) Powiekszenie widoku na sytuacje b. Widzimy
wektor 5;; z okraglym zakoficzeniem oraz rzut wektora §;; na plaszczyzne stycz-
na do powierzchni kontaktu.

wykryliSmy kolizje miedzy konkretna parg czastek. Zdefiniujmy punkty kontaktu
jako 5; i §;. Tak zdefiniowane punkty sa polozeniami we wspoétrzednych global-
nych. Wyliczane sg one z zapamietanych punktéw kontaktu, bedacych we wspot-
rzednych danej czgstki. Wektor 5;; = §; — 5}, wodzacy miedzy tymi punktami
rzutowany na kierunek Scinania §, da nam szukana warto$é¢ ds. W kazdym kolej-
nym kroku, w ktérym zachodzi ta sama kolizja, wyliczamy odleglos$é¢ s7;. Gdy w
kolejnym kroku symulacji kolizja dla danej pary juz nie zachodzi, nalezy usunaé
"wirtualne” sprezyny. Oznacza to tyle, iz zapamigtane przez nas punkty wzgled-
ne sa juz danymi nieaktualnymi i trzeba bedzie wyliczy¢ je od nowa podczas
nastepnej kolizji. Powyzsza sytuacje zobrazowalem na rysunku

Dobrym pomystem na techniczne rozwiazanie przechowywania i od$wieza-
nia punktow kontaktéw jest lista list. Przy czym pierwsza indeksowana jest po
wszystkich kulach. Natomiast druga zawiera informacje (listing 21]) o kolidujacej
z nia kuli, punkt kontaktu oraz flage méwiaca o tym czy kolizja zachodzita w
poprzednim kroku.

Listing 2.1: Przyklad struktury danych dla wirtualnej sprezyny w jezyku C++.

struct vSpring {
uint particle2_id;
bool previousState
Vec2 anchorPoint ;

}s
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Modelowanie takich struktur jak $cianki odbywa sie za pomocg kul statycz-
nych. Podczas rozwiazywania réwnan ruchu nie sag wykonywane dla nich zadne
obliczenia. Podczas kolizji zwyktej kuli z kula statyczna oddzialywanie jest iden-
tyczne, jak oddzialywanie zwyklych kul. Jedyna réznicg jaka zastosowatem w
symulacji dla kul statycznych, bylo ustawianie wartoéci dwa razy wiekszej dla
stalej sprezystosci k, we wzorze (2.8]) na sile F,,. Powodem takiego dzialania
bylo zapobiegniecie przelatywaniu czastek przez Sciany. Oprocz sit dziatajacych
na czastki podczas kolizji, istnieje jeszcze sita wynikajaca z oddziatywania pola
grawitacyjnego rowna m;g.

Symulacja zostata wykonana technika dynamiki molekularnej. Rozwiazywa-
nie rownan ruchu wykonane bylo przy uzyciu metody predictor-corrector z do-
ktadnoscia do piatego rzedu. Optymalizacja sposobu wykrywania kolizji zostata
wykonana metoda tzw. haszowania przestrzeni. Polega ona na tym, iz przestrzen
dzielona jest na mniejsze podprzestrzenie, natomiast kolizji czastki szukamy tylko
w tej podprzestrzeni, w ktérej sie znajdujemy oraz w sgsiednich podprzestrze-
niach. Pozwala to na zredukowanie liczby sprawdzen mozliwych kolizji, a wiec i
przyspieszenie obliczen.






Rozdziat 3

Opis eksperymentu

3.1 Omoéwienie symulacji

Aby sprawdzi¢ poprawno$é¢ modelu opisanego w rozdziale 2.1, postanowitem ba-
da¢ kat nachylenia sterty usypanej z granulek. Kazda z przeprowadzonych symu-
lacji sktadala sie z trzech czesci:

1. wypelnienia pojemnika granulkami,
2. otwarcia bocznej Scianki,
3. relaksacji uktadu.

Po tych trzech krokach dokonuje pomiaru kata nachylenia zbocza usypanej sterty
kul i poréwnuje do réwnania

3.2 Przeprowadzanie pomiaréw

3.2.1 Woypetnianie pojemnika

Pierwszym i zarazem najwazniejszym punktem calej symulacji jest wypelnienie
pojemnika kulami. Jego powodzenie ma znaczacy wplyw na przebieg i stabilnosé¢
kolejnych dwoch punktéow. Warto takze wspomnieé, iz wiekszo$¢ czasu symulacji
zajmuje wlasnie ten punkt.

Pojemnik jest przestrzenia ograniczong przez dwie ciany oraz podstawe. Scia-
ny zbudowane sa z utozonych obok siebie kul o promieniu R,,,; = 0.1cm i masie
1 grama. Podstawa sklada sie z mniejszych kul. Ma to na celu unikniecie zbyt
duzego wplywu tarcia podtoza na usypany uktad. W wiekszosci wykonywanych
pomiaréw promien kul podloza mial ustalong wartos¢ R, = 0.025cm, natomiast

13
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Rysunek 3.1: Stopniowe wypelnianie pojemnika poprzez usypywanie kolejnych
warstw.

masa obliczona zostala na podstawie objetoséci kuli. Gestosé zostata dobrana tak,
aby dla promienia 0.lcm otrzymaé¢ mase 1 grama.

Po pierwszych probach okazalo sie, ze bezposrednie wsypywanie wszystkich
kul do pojemnika powoduje powstawanie sporych naprezen miedzy kulkami. Na-
chodzenie kul na siebie generuje duze wartosci sit, co powoduje wydostawanie sie
kul z pojemnika poprzez $ciany. Taksg metoda niemozliwe jest uzyskanie stabil-
nego ukladu, gdyz przy szybkim nasypywaniu kul na siebie, kule potozone wyzej
utrudniaja poruszanie si¢ tym potozonym w nizszych warstwach. W wyniku cze-
go otrzymujemy rejony o wysokich naprezeniach i uktad przestaje byé stabilny
numerycznie.

Na podstawie kilku wykonanych przeze mnie préb wykonania tej fazy dosze-
dtem do wniosku, ze najlepsza jest metoda usypywania warstwami. Rysunek 311
przedstawia schemat usypywania czterech warstw. Nowa warstwa kul pojawia
sie na wysokosci najwyzej ostatnio polozonej kuli (plus odleglo$é wynikajaca ze
scatkowania sily cigzenia) i spada swobodnie. Po usypaniu jednej warstwy nalezy
odczekaé, az wszystkie kule sie ustabilizuja. Moim pomystem byto czekanie, az
$rednia predko$é¢ przekroczy ustalong wartosé vy, predkosci. Wartosé ta zostata
dobrana empirycznie tak, aby otrzymaé stabilne i szybkie wypelnianie pojemnika.

3.2.2 Relaksacja

Nastepna faza polega na usunieciu prawej Sciany pojemnika i czekaniu az kule sie
wysypia. Kule opuszczajace obszar pojemnika sg usuwane po osiagnieciu wysoko-
$ci mniejszej niz jego podstawa. Nie usuwalem kul po przekroczeniu linii prawej
$ciany, gdyz przypuszczam, ze znikanie kul mogloby powodowaé¢ dodatkowe przy-
Spieszenie dzialajace na kazda z nich. Jak mozna zaobserwowaé w rzeczywistym
rozsypywaniu piasku - drobinki piasku stanowia same dla siebie pewien opér.
Uwazam, ze nagle usuwanie kul ze strumienia mogloby powodowaé efekt wysysa-
nia drobin z uktadu. [lustracje rozsypywania sie kul mozna zobaczy¢ na rysunku
0.2l
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Rysunek 3.2: Stan uktadu w kilku chwilach symulacji. Wypelnianie pojemnika
granulkami (lewy-gérny). Usuwanie prawej bariery (prawy-gérny). Wysypywanie
sie granulek z ukladu (lewy-dolny). Czekanie na relaksacje uktadu (prawy-dolny).
Dodatkowo na ostatnim rysunku mozemy zobaczy¢ na powiekszeniu kule podtoza.

Ostatnia faza to oczekiwanie, az czes¢ materii wydostanie si¢ z uktadu. Na-
tomiast pozostala materia powinna sie ustabilizowa¢. W tym wypadku réwniez
czekalem, az Srednia predkosé drobin obecnych w pojemniku przekroczy mini-
malng wartos$¢ vyin-

3.2.3 Pomiar kata

Kiedy juz otrzymamy usypana sterte (rysunek [B.2]), nalezy wykonaé¢ pomiar kata
nachylenia zbocza. Najprostsza metoda wykonania takiego pomiaru jest podzie-
lenie wysokosci sterty przez dtugosé podstawy, ale nie jest to zbyt dokladna me-
toda. Szczegdlnie, gdy struktura powierzchni zbocza nie jest ptaszczyzna lub np.
jedna z kul bedzie leze¢ poza usypana sterta. Dokladniejsza i nieskomplikowana
metoda, jaka wymyslitem, to podzielenie przestrzeni na zbiér prostokatnych ko-
morek o szerokosci rownej $rednicy kulki. Dla kazdego takiego paska znajdujemy
dwie (trzy - zaleznie od algorytmu) najwyzej polozone kulki, reszte usuwamy. Do
otrzymanego zbioru punktéw (polozen kul) dopasowujemy prosta, a wspolczyn-
nik nachylenia tej prostej jest rowny tangensowi kata nachylenia. Istnieje jeszcze
bardziej precyzyjna metoda pomiaru, ktéra daje najnizsze katy nachylenia spo-
$réd tych trzech, ktére wymienitem. Opis mozna znalezé w publikacji [11].






Rozdziat 4

Wyniki

4.1 Omoéwienie wynikéw

Pierwszy zbiér pomiaréw zostal wykonany dla najbardziej uproszczonych zatozen
modelu. Po pierwsze, posta¢ sily odpychajacej dzialajacej na dwie kolidujace
kule zostata uproszczona do postaci liniowej zaleznoéci sity od odlegtosci miedzy
kulami:

Fy = =kn(Ri + Rj — |755]) — ysme(V- 71), (4.1)

za$ czton tlumienia pozostat taki sam jak w orginalnym modelu. Natomiast postaé
zastosowana w drugim modelu uwzglednia wykladnik 3/2:

Fo = —kn(R; + R; — |77ij|)3/2 — Ysme (V- 7). (4.2)

Metoda Verleta 2-go rzedu nie byta stabilna dla zaleznosci potegowej i po pewnym
czasie symulacja przestawala dziata¢ poprawnie. Pomimo tego, przetestowalem
zachowanie modelu uzywajac tej metody, nawet kosztem powyzszego uproszcze-
nia. Kolejnym uproszczeniem, jakie zastosowano podczas symulacji, jest ustawie-
nie jednakowej masy dla wszystkich kul, réwnej 1 gram - niezaleznie od wielkosSci
promienia. Nie jest to az tak znaczace uproszczenie, poniewaz rozmiary promieni
zostaly wylosowane przy uzyciu rozktadu Gaussa ze Srednim promieniem réwnym
0.1lcm i odchyleniem 0.02cm. Wige wigkszosé¢ kul bedzie miata zblizong mase. W
rozdziale tym, dla uproszczenia zapisu wspoélczynnik pgiq: bedzie rownoznaczny
wspoOtczynnikowi p.

Na samym poczatku chcialbym pokazaé, jak zmienia sie wartos¢ kata nachy-
lenia zbocza wraz z uplywem czasu dla trzech réznych wspoélczynnikéw tarcia
statycznego. Zestawienie zobrazowane jest na rysunku [£1l Mozna na nim zoba-
czy¢ proces formowania sie kopca. Rdéznice pomiedzy wspotczynnikami p widaé
w nachyleniu materii dla kazdej uchwyconej chwili.

17
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At=5.0s At=2.0s At=1.0s At=0.5s

1 = 0.00 L=0.10 u=0.25

Rysunek 4.1: Formowanie si¢ kata nachylenia zbocza w czasie, gdzie At jest cza-
sem od momentu otwarcia bariery. Poréwnanie dla trzech wspotczynnikow tarcia
statycznego .

Badanie modelu zaczalem od sprawdzenia, jak sie zachowuja wyniki w za-
leznosci od uzytej metody do rozwiazywania réwnan rézniczkowych pierwszego
rzedu (ODE). Do poréwnan uzylem dwéch metod: metody Verleta (wersji leap
frog) z dokladnoscia do drugiego rzedu wzgledem rozwiniecia w szereg Taylora
oraz metody Gearb typu predictor-corrector z doktadnoscia do piatego rzedu. Na
wykresie przedstawione zostaly pomiary otrzymane przy uzyciu obu metod.
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Wykres 4.2: Zalezno$c¢ kata nachylenia zbocza od wspélczynnika tarcia dla uprosz-
czonego modelu. Poréwnanie wynikéw dla metod Verlet i Gearb.

Natomiast btad wyznaczony jest z trzech pomiaréw dla trzech réznych konfigura-
cji. Kazdy punkt reprezentuje érednia, a stupki btedéw odchylenie standardowe.
Niezaleznie od wyboru metody, mozna uznaé ze wyniki sg takie same, gdyz znaj-
duja sie one we wzajemnych granicach bledu statystycznego.

Na wykresie [£.3] przedstawiona jest zalezno$é kata od wspoélczynnika tarcia
statycznego dla uproszczonej (A1) oraz doktadnej ([4.2) zaleznodci sity. Widzimy,
iz otrzymane zaleznos$ci mozna dobrze przyblizy¢ funkcja liniowa. W badanym
zakresie mozna bylo takich wynikéw oczekiwaé, ale nie nalezy zapominaé, ze
spodziewana zaleznosé jest zaleznoscia typu arctg(p). W przedziale [0,0.2] funk-
cja ta pokrywa sie do$¢ dobrze z funkcja liniowa, gdyz jest to pierwszy wyraz
rozwiniecia jej w szereg Maclaurina. Poprzez dopasowanie prostej do punktéw
pomiarowych, mozemy otrzymaé¢ wspélczynnik skalujacy k, a dopasowana funk-
cja jest postaci § = karctg(u). Wspoétezynnik ten bedzie nam méwil, jak bardzo
wartosci sa odchylone od przewidywan do$wiadczalnych. Stosujac takie dopa-
sowanie dla prostej (1) otrzymuje & = 1.22 4+ 0.13, a dla dopasowania prostej
(2) mam k = 1.77 + 0.12. Trzecia krzywa ciagla przedstawia funkcje odwrotna
zaleznosci opisanej wzorem ([L2]). Miedzy obiema metodami wida¢ wyrazna rézni-
ce. Z otrzymanego poréwnania mozna wysnué¢ nastepujace wnioski. Dla prostych
obliczen zachowanie punktéw (1) jest podobne do (2), lecz daje inne katy nachy-
lenia. Uproszczony model daje wyniki blizsze teoretycznej zaleznosci. Ostatecznie
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Wykres 4.3: Zalezno$¢ kata nachylenia zbocza od wspoétczynnika tarcia. Przyrow-
nanie wynikow pomiaréw do oczekiwanego rozwiazania.

wspdblezynnik nachylenia k& prostej dla modelu uproszczonego jest mniejszy niz
dla modelu doktadniejszego. Natomiast widaé¢ tu potege metody Gearb - tylko
ona data sobie rade z rozwiazywaniem réwnan ruchu - inne metody miaty zbyt
malg dokladnosé. Mysle, ze zastosowanie powyzszego uproszczenia nadaje sie
do zastosowan w animacjach komputerowych, ze wzgledu na mniejsza ztozonosé
obliczeniowa.

Kolejne pomiary zostaly wykonane z zastosowaniem bardziej fizycznych wa-

runkéw oraz skupily sie na badaniu zmiennosci kata nachylenia zbocza. Wprowa-
dzitem mase zalezna od objetosci kuli, a zaleznosci sity uwzglednia wykltadnik 3/2.
Wiekszoéé pomiaréw wykonano dla nastepujacych parametréw: k, = 10° kg/s?,
vs = 5-10% 1/s, ks = 5 kg/s?, R, = 0.025 cm, g = 9.81 m/s?>, N = 1100 kul,
dt =1.0-107% s, gdzie: R, - promien kul podloza, g - przySpieszenie ziemskie,
N - liczba kul wypelniajaca pojemnik, dt - krok czasowy symulacji.
Pierwsza mozliwosdcia jaka sprawdzilem, byta zaleznosé¢ kata nachylenia od ilo-
$ci kulek w pojemniku. Wykres 4] przedstawia poréwnanie dla N = 1100 i
N = 1600. Nie wida¢, aby w tym wypadku ilo$¢ kul miata jakie$ znaczenie, gdyz
obie zaleznodci sie pokrywaja.
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Wykres 4.4: Zaleznosé kata nachylenia zbocza od wspdlezynnika tarcia dla
N=1100 i N=1600 kul.
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Wykres 4.5: Zalezno$é kata nachylenia zbocza od wielko$ci promienia kul podtoza.
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Nastepny pomiar mial na celu zbadanie wptywu wielkoSci promienia R, kul
podloza na warto$¢ kata nachylenia zbocza. Pomiar zostal wykonany dla usta-
lonego wspétezynnika tarcia p = 0.05 miedzy ziarnami. Otrzymane wyniki za-
prezentowane sa na wykresie Wyniki te wykazuja takze liniowa zalezno$é
wspoblezynnika tarcia od promienia. Wspotczynnik nachylenia swiadczy o tym,
iz zachowanie funkcji kata od wartoéci promienia jest takie samo jak dla zalez-
nosci kata od wspdtezynnika tarcia. Widzimy, iz zwiekszanie wielkosci promienia
kul podtoza powoduje wzrost sity tarcia, co prowadzi do powstawania stert z
wiekszym katem nachylenia. Widaé¢, ze tarcie podtoza ma tu duze znaczenie i
ustawienie zbyt duzego rozmiaru kul podtoza mogltoby powodowaé¢ odbieganie od
zaleznosci (L2). Pojawienie sie takiej wlasnosci pozwala nam na symulacje rze-
czywistych materiatéw. MoglibySmy wplywaé na warto$é¢ wspoélczynnika tarcia
zmieniajac stan powierzchni tracej (np. powierzchnia modelowanego podloza).
W pozostalych przeprowadzonych symulacjach warto$é promienia kul podloza
zostala ustalona i wynosita 0.025 cm.

W biezacej serii pomiaréw postanowitem sprawdzi¢ zachowanie zaleznosci ka-
ta nachylenia zbocza dla kilku réznych wartosci przyspieszenia ziemskiego. Wy-
kres przedstawia otrzymane wyniki pomiaréw. W tym przypadku trudno jest
powiedzieé o jakiejkolwiek dobrze znanej zaleznosci. Mozliwe, iz sity oddzialywan
miedzy drobinowych sg na tyle duze, ze nawet zwieckszanie wartosci grawitacji nie
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Wykres 4.6: Zaleznos¢ kata nachylenia zbocza od wartosci przy$pieszenia ziem-
skiego.
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ma duzego wplywu na warto$¢ nachylenia zbocza. Intuicyjnie wydawaloby sie,
ze w wyniku wiekszego napierania wyzszych warstw kul na warstwy polozone
nizej powinna zmniejszy¢ sie warto$¢ wspoélczynnika nachylenia zbocza, ale tak
nie jest. Kluczows sprawa w tym wypadku staje si¢ dzialanie sit tarcia statycz-
nego, gdyz pod wiekszym naciskiem drobin wartosci sit tarcia sa na tyle duze,
iz moga przeciwdziataé¢ wpltywowi sily cigzenia. Jedli sie dobrze przyjrzymy réw-
naniom: (ZI0) i (II) to zrozumiemy, ze wzrost wartosci sily nacisku powoduje
wzrost wartosci sily granicznej potrzebnej, aby wprawié¢ cialo w ruch (pokonaé
sity tarcia statycznego).

Podsumowujac wszystkie pomiary, nasuwa mi sie takie skojarzenie. Mysle, ze
otrzymywanie tak duzych odchylen wartoséci kata nachylenia (w niektérych wy-
padkach nawet o kilka stopni) mozna powiazaé z zachowaniem obserwowanym
w rzeczywistosci podczas pomiaru wspotczynnika tarcia. Fluktuacje kata nachy-
lenia dobrze obrazuja niepowtarzalnos¢ pomiaru wspoétczynnika tarcia, gdyz za
kazdym razem mamy do czynienia z inng (zmieniona) strukturg ziaren w stercie.

Na koniec postanowitlem skonfrontowa¢ otrzymane wyniki z wynikami z pu-
blikacji [I1] J.Lee’go i H.J. Herrmanna. Obie zaleznosci znajduja sie na wykresie
4.7l Dodatem takze zaleznosé arc tg(u) aby méc poréwnaé oba rozwiazania w sto-
sunku do zaleznosci mierzalnej do$wiadczalnie. Okazuje sie, iz pomiary wykonane
przeze mnie odbiegaja bardziej od empirycznego wzoru, tzn. nachylenie zalezno-
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Wykres 4.7: Konfrontacja kata nachylenia zbocza z wynikiem otrzymanym przez
J.Lee i H.J. Hermann (rycina 3).
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$ci jest wieksze niz w przypadku pomiaréw zaczerpnietych z wyzej wymienionej
publikacji. Moze to byé¢ spowodowanie réznica w stosunku do szerokosci pojemni-
ka, ktéra w moim wypadku wynosita W = 4.56. Natomiast w pomiarze autoréw
wynosita ona W = 4. Wnioskowanie te opieram na wynikach, ktére oni uzyskali.
Wynika z nich, iz kat nachylenia zalezy tez od szeroko$ci pojemnika, z ktére-
go rozsypujemy sterte [I1]. Znaczenie moze tez mie¢ wplyw wielkosci promienia
kul podloza na otrzymywane katy (np. nachylenie okoto 7° dla R, = 0.025 cm,
wykres B0). By¢ moze zmniejszenie R, pomogtoby zniwelowaé te rdéznice. Co
wiecej dosé zaskakujaca jest wartosé € # 0 otrzymana dla p = 0, takie zacho-
wanie moze wynika¢ z metody pomiaru. Wyniki autoréw zostaly wygenerowane
za pomoca innej metody, dajacej najnizsze katy. Natomiast ja uzylem metody
opisanej w rozdziale B.2.3] co prawdopodobnie wplynelo na otrzymywanie wiek-
szych wartodci. Jak wida¢ na wykresie, takze wyniki autoréw nie pokrywaja sie
z oczekiwang zaleznoscia. Wydaje mi sie, ze mozna by sie pokusié¢ o takie dobra-
nie pozostatych parametrow uktadu, aby jak najbardziej zblizy¢ otrzymywane
pomiary z poprawna zaleznoscia. Myéle, ze wartym przetestowania parametrem,
bylby wspélezynnik tlumienia ks ze wzoru (ZI0) na sile sprezystosci, pelniacy
funkcje tarcia statycznego.



Rozdziat 5

Podsumowanie

Opisany przeze mnie model materii granulowanej okazuje sie¢ by¢ dobrym przybli-
zeniem rzeczywistego zachowania usypywanej sterty drobin. Jak wykazuja pomia-
ry, kat stabilno$ci krytycznej jest wartoscig stalg dla danego materiatu, w naszym
wypadku charakteryzowanego przez wartos¢ wspolczynnika tarcia. Otrzymana
zalezno$¢ kata stabilnosci nie pokrywa sie z oczekiwang funkcja, pomimo tego jej
zachowanie jest jej dobrym przyblizeniem. Wedtug mnie jest jeszcze mozliwosé
odpowiedniego dobrania parametréw modelu tak aby otrzymana krzywa pokryta
sie z doktadnym rozwigzaniem. Mysle, iz kluczowa kwestia jest dobranie wartosci
wspolczynnika ks we wzorze na sile wywierang przez wirtualng sprezyne odgry-
wajacg role oddzialywania tarcia statycznego. Jest to zagadnienie, ktéremu warto
bytoby sie przyjrze¢ w dalszej pracy nad tym modelem. Model ten moze by¢ dobra
baza do tworzenia bardziej zlozonych symulacji, gdyz bazuje on na modelu od-
ksztalcen sprezystych Hertza. Daje to duze mozliwosci uzycia go w symulacjach
uwzgledniajacych naprezenia materialu. Dobrym pomystem bytoby uzycie go do
symulacji pekania materiatu. Jak wiadomo w wyniku naprezen miedzy drobinami
powstaja tancuchy sit, ktére moglyby wyznaczaé linie peknieé.

Podczas pracy nad symulacjg modelu materii granulowanej miatem stycznosé
z kilkoma innymi zlozonymi modelami [10} [12] [3], sposréd nich wybratem ten,
ktéry byt najdoktadniej opisany. Jest to argument na korzysé przedstawionego w
tej pracy modelu. Trudnosci, jakie mozemy napotkaé podczas implementacji mo-
delu, zwiazane sa z implementacja tarcia statycznego. Wymaga ona odrebnych
struktur danych do przechowywania informacji potrzebnych do tworzenia lub
usuwania wirtualnej sprezyny. Kolejna trudno$é, jaka mozemy napotkaé to odpo-
wiednie dobranie parametréw modelu. Najwazniejszymi wedlug mnie to wartosé
kroku symulacji dt, poniewaz zbyt duza wartos¢ wptywa negatywnie na stabilnosé
oraz doktadno$¢ otrzymywanego rozwigzania rownan ruchu. Nastepnym waznym
parametrem jest masa drobin. Okazalo sie, iz najlepsze rezultaty dla tego modelu

25
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otrzymuje sie dla masy okoto 1073 kg (rzeczywista wartoéé np. dla drobin pia-
sku to okoto 107° kg). Na odpowiednie dobranie tych parametréw pogwiecitem
najwiecej czasu.

Okazalo sie, iz kluczowa kwestia dziatania tego typu symulacji jest metoda
numeryczna rozwigzujaca réwnania ruchu. Musi ona zapewni¢ odpowiednia sta-
bilnos¢ oraz doktadno$é rozwiazania. Poczatkowo prébowatem metod 2-go rzedu,
jednak okazaly sie one niewystarczajace. Dopiero metoda Geard zapewniala od-
powiednia poprawnos¢ rozwiazan. Jest to zgodne z obserwacjami innych badaczy
[12, [10]. Opis oraz implementacja tej metody dostepna jest w zalaczniku.

Symulacje materii granulowanej nie naleza do wydajnych, gdyz uktady w ta-
kich modelach sg gesto upakowane i liczba oddzialywan w jednej chwili czasu
jest duza. To przeklada sie na duza liczbe obliczenn w kroétkiej chwili czasu. Nawet
przy uzyciu odpowiednich technik podziatu przestrzeni, symulacja zaledwie 1100
kul dawata 12 klatek na sekunde na procesorze o taktowaniu 1.8GHz. Wida¢, ze
symulowanie uktadow z kilkudziesieciu tysigcami kul jest niemozliwe dla wspot-
czesnych procesoréow. Jest to problem dla tworcow symulacji czasu rzeczywistego.
Pomimo tak duzej zlozonosci obliczeniowej, model ten ma te zalete (oddzialywa-
nia krétkozasiegowe), ze daje on mozliwoéci wprowadzenia wielowatkowych obli-
czenn (CPU, GPU). To by¢ moze pozwoli na przeprowadzenie tego typu symulacji
w czasie rzeczywistym w przysztosci (np. w grach komputerowych) [13].
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Dodatek A

Metoda catkujaca Geara

Zalaczam ten dodatek, poniewaz mialem problem ze znalezieniem dokladnego
opisu i implementacji tej metody, mam nadzieje, ze bedzie on przydatny dla in-
nych o0s6b chcacych skorzystaé z tej metody. Opracowany on zostal na podstawie
[14].

Zalety metody:

e doktadnosé piatego rzedu.

e jednokrotne wywolanie funkcji liczacej sity.

e stosunkowo mala ztozonos¢ obliczeniowa jak na metode tego rzedu.
Wady metody:

o w wiekszosci wypadkdéw dla utrzymania duzej doktadnosci wynikéw wyma-
ga inicjalizacji pochodnych potozenia 7,

e do poprawnego dzialania wymaga maltych krokéw czasowych.
Najwazniejsze kroki algorytmu:

1. krok przewidywania

2. wyliczenie sit

3. korekcja przewidzianych rozwigzan

Krok przewidywania jest odpowiedzialny za przewidzenie wartosci potozen, pred-
kosci, przys$pieszen i kolejnych pochodnych potozenia dla nastepnego kroku sy-
mulacji t 4+ At. Wartos¢ funkcji wyliczana jest z rozwiniecia jej w szereg Taylora z
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doktadnoscig do n-tego rzedu. Ponizej przedstawiam formalny zapis kroku prze-

widywania:
At)? At)? At)* At)P
7o (t + At) = 7(t) + 7 (1) At + F”(t)% n Fm(t)% LAV 4!) ) 5!)
At)? At)3 At)
P+ At) = 7 (t) + P () At + Fm(t)% " sz(t)( 3115) *V(t)( 4?)
2 3
P+ At) = 7 (t) + 7 () AL+ 7Y (2) (Azf) + (1) (A?j)
_[11 _ SII IV v (At)?
(AL =) + T (AL (1)
PV (t+ At) =7V (1) + 7 (1) At
P (4 At) = (1)

W kolejnym kroku sprawdzamy kolizje i liczymy sity dzialajace na kazde ciato,
uzywajac do ich policzenia przewidzianych pozycji oraz predkosci. A z policzonych
wartosci sit wyliczamy przy$pieszenia.

W kroku korekcji na samym poczatku dla kazdego ciata wyliczmy réznice miedzy
wyliczonym i przewidywanym przys$pieszeniem:

AP =7+ At) — 7 (¢ + Ab).

W algorytmie Geara ta réznica przys$pieszen postuzy do korekeji wszystkich po-
chodnych potozenia w nastepujacy sposdb:
¥ = Fp + apAR2
At = P At + a1 AR2

p
G CT U
I :())!At)?’ _ Fi”élﬁt)?’ + asAR2
FIVEHN)”‘ _ Fivi!AtYl + s AR2
RO g
gdzie
AT (At)?

AR2 =
21

Wspodlezynniki korekcji «; sa unikalnymi liczbami wyprowadzonymi dla metody
Geara z doktadnoécig rzedu piatego i jednoczeénie rozwiazujacej pochodne dru-
giego stopnia. WartoSci wspolezynnikéw umieszczone sa w tabeli [AT] sg tam
takze wspélczynniki dla metod z nizszym rzedem doktadnosci.
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D (7)) a7 (6 %) a3 (67} Qs
1 5 1

3 I I I - S e
19 | 3 1|1

Yl |1 |2 -

5| 3 | 2L | 1 11 ] L
16| 360 18 | 6 | 60

Tabela A.1: Warto$ci wspdlczynnikéw korygujacych w metodzie Geara dla po-
chodnych drugiego stopnia uzywajac przewidywania z doktadnoécia do rzedu D.

Wazng kwestig dla poprawnego dziatania algorytmu jest inicjalizacja parame-
tréw poczatkowych uktadu. W tym przypadku trzeba nadaé wartosci poczatkowe
dla pochodnych stopnia wyzszego niz drugi, co w ogdélnosci nie jest prosta sprawa.
W wiekszosci przypadkéw budujac symulacje, znamy co najwyzej sity dzialajace
w uktadzie lub potencjaly generujace te sity, ale nie znamy wyzszych pochodnych.
Inicjalizacje tych parametréw mozna wykonaé¢ na dwa sposoby:

1. przeliczy¢ kilka krokéw symulacji inng metodg i na ich podstawie wyliczy¢
wartos¢ wyzszych pochodnych,

2. ustawié ich wartosci na zero.

Pierwszy sposob jest trudniejszy, ale ogélniejszy i gwarantuje duzg doktadnoéé
metodzie catkujacej. Ja wykonalem to w nastepujacy sposob. Dla kroku czasowe-
go duzo mniejszego niz krok czasowy symulacji. Wykonuje sze$¢ krokéw symulacji
metoda Runge Kutty 4-tego rzedu, podczas kazdego kroku zapamietuje wartosci
przyspieszenia dla kazdego ciata. Dodatkowo w trzecim kroku zapamietuje war-
to$¢ predkosci i polozenia, zasadno$é czynnosci wyjasni rysunek [AJl Nastepnie
na podstawie zapamietanych przys$pieszen licze wartoéci wyzszych pochodnych
dla kazdego ciata. Na koniec ustawiam wartosci poczatkowe zapamietane w kro-
ku trzecim. Wyliczam jeszcze réznice czasu miedzy krokiem symulacji a czasem,
ktéry uptyna w przeliczonych trzech krokach. Po to, aby kazdy krok symulacji
mial taka sama dlugosé.

- - - -

Rysunek A.1: Przedstawia wyliczone punkty pochodnych, w kolejnych krokach
wyzsza pochodna r. Linie pokazujg punkty uzyte do wyliczenia pochodnej w
konkretnym czasie.
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Drugi sposéb jest bardzo prosty i mozna go stosowaé, wtedy gdy przez kil-
ka pierwszych krokéw symulacji ciata nie oddzialuja, poniewaz dostrojenie sie
wartosci wyzszych pochodnych bedzie wymagalto przejscia kilkunastu krokéw sy-
mulacji. Przez takie dziatanie podczas tych pierwszych krokow nie uwzgledniamy
wplywu wyzszych pochodnych na rozwigzanie. Ja radzitbym poréwnaé dziatanie
symulacji dla dwdch sposobdéw i jesli w obu przypadkach dziala ona poprawnie
wybraé prostsze rozwigzanie.

Ponizej zamieszczony kod zawiera metode Geara, a takze metode inicjalizu-
jaca warto$ci wyzszych pochodnych. W metodzie tej linie 4-12 odpowiedzialne
sg za tworzenie wektoréw przechowujacych przyspieszenia dla kazdego ciata Bo-
dy w szedciu krokach. Natomiast petla wykonuje sze$¢ krokéw symulacji (linie
15-51), zapamietujac wartosci przyspieszen dzialajacych na ciata. Linie 45-50 od-
powiedzialne sg za zapamietanie potozen i predkosci w trzecim kroku, ktore beda
uzyte jako wartodci inicjalizacyjne. Trzeci krok jest pierwszym krokiem, w ktérym
znamy wartosci wszystkich wyzszych pochodnych, dlatego z niego startujemy sy-
mulacje. Nastepnie z zapamietanych przys$pieszen wyliczamy wartosci wyzszych
pochodnych (linie 55-69). Funkcje derivie i derive? sa funkcjami liczacymi wartosé
pierwszej pochodnej i drugiej pochodnej z trzech punktéw funkcji. Na koniec
metoda inicjalizujaca zwraca dlugo$é¢ kroku czasowego pozostalego do przelicze-
nia. Funkcja int_gearb zawiera implementacje metody Geara. Wystepujace w niej
funkcje add oraz Vec2Mul sa odpowiedzialne za dodawanie oraz mnozenie wekto-
ra przez liczbe. Natomiast funkcja collisionDetection wstawia sprezyne Spring do
tablicy sprezyn springs, odpowiadajacych za reakcje na kolizje pary kul. Funkcja
intGear5 jest to wlasciwa metoda liczaca (linie 169-178), ktéra w pierwszym kroku
wykona inicjalizacje wszystkich potrzebnych parametréw.

Listing A.1: Implementacja metody w jezyku c++

1 double ODE::initGear5(double dt)

2 |

3 double sdt = dt / 130.0; /// small dt
4 std :: vector<Vec2> array_of_vO0;

5 std :: vector<Vec2> array_of_x0;

6 std :: vector<Vec2> array_of_a0;

7 /// pamietamy w niej piersze 7 przy$pieszen
8 std :: vector <ArrayOfVec2> array_of_a;
9 array_of_v0.reserve (bodies.size ());
10 array_of_x0.reserve (bodies.size ());

11 array_of_a0.reserve (bodies.size ());
12 array_of_a.reserve (bodies.size ());
13
14 for (uint 1=0; i<7; ++i)
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16
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32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
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44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
o4
95

/// czys$ci tmp_r[] dla kazdego ciala
clearBodyData ();

/// sumujemy przy$pieszenia dzitlajace na ciatlo

for (uint j=0; j<springs.size (); ++j)

{

}

/// zapamietanie przy$pieszen w array_of_a

Spring &sp = springs|[j];
Vec2Pair as = equationCall(sp);

bodies|[ sp.bodyl_id |.tmp_r[2].add(as.vl);
bodies [ sp.body2_id |.tmp_r[2].add(as.v2);

for (uint bi=0; bi<bodies.size (); ++bi)

{

array_of_a.push_back( ArrayOfVec2 ()

);

array_of_a[bi].push_back( bodies[bi].tmp_r[2]
/// lokalna warto$é przy$pieszenia

/// pamietanie wartosci startowych

}

if (1= 4)

array_of_a0 .push_back( bodies[bi].tmp_r[2]

if (i < 6)

intRK4(sdt); /// przeliczenie calego ukladu o krok dt

/// pamietanie wartos$ci startowych

it (i = 3)
for (uint bi=0; bi<bodies.size (); ++bi)

{

/1]

for

array_of_x0.push_back( bodies[bi].r
array_of_v0.push_back( bodies[bi].v

liczenie wyzszych pochodnych r
(uint bi=0; bi<bodies.size (); ++bi)

);

33
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56 ArrayOfVec2 b = DeriveMethod :: derive (array_of_a[bi], sdt);
57 ArrayOfVec2 ¢ = DeriveMethod :: derive2 (array_of_a[bi], sdt);
58 ArrayOfVec2 d = DeriveMethod :: derive2 (b, sdt);
59

60 /// ustawienie warto$ci startowych

61 Body &body = bodies|[bi];

62 body.tmp.r[0] = array_of_x0[bi];

63 body.tmp_r[1] = array_of_vO0[bi];

64 body.tmp.r[2] = array_of_a0[bi];

65 /// wyzsze pochodne polozenia

66 body.tmp._r[3] = b[2];

67 body.tmp_r[4] = ¢[2];

68 body.tmp._r[5] = d[1];

69 }

70

71 for (uint 1=0; i<bodies.size (); ++i)

72 bodies [i].tmp._r[7] = Vec2Zero;

73

74 /// bo zatrzymali$my sie na trzecim kroku i

75 /// nieznamy wczesniejszych poch.

76 return (dt — 3.0xsdt);

7 )

78

79 void ODE::int_gear5 (double dt)

80 {

81 /// przewidywanie

82 static double dt2 = dtxdt, dt3 = pow(dt, 3),

83 dt4 = pow(dt, 4), dtb = pow(dt, 5);

84 static double s2 = 1.0/2.0, s3 = 1.0/6.0,

85 s4 = 1.0/24.0, sb = 1.0/120.0;

86 static double dt2_s2 = dt2x%s2, dt3_s3 = dt3x*s3,
87 dt4_s4 = dtdxs4, dtb_sb = dtbxshH;

88

89 for (uint bi=0; bi<bodies.size (); ++bi)

90 {

91 Body &b = bodies [bi];

92 if (b.isStatic) continue;

93

94 Vec2 r[6];

95 Vec2 xr = b.tmp_r;

96



97

98

99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137

rp[0] = r[0];

rp [0].add( Vec2Mul(r[1], dt)
rp [0].add( Vec2Mul(r[2], dt2_
rp[0].add( Vec2Mul(r[3], dt3_
rp[0].add( Vec2Mul(r[4], dt4.
rp[0].add( Vec2Mul(r [5], dt5_
rp [1] = r[1];

rp[1].add( Vec2Mul(r[2], dt)
rp[1].add( Vec2Mul(r[3], dt2_
rp[1].add( Vec2Mul(r[4], dt3_
rp[1].add( Vec2Mul(r[5], dt4.
rp [2] = r[2];

rp[2].add( Vec2Mul(r[3], dt)
rp [2].add( Vec2Mul(r[4], dt2_
rp[2].add( Vec2Mul(r[5], dt3_
(3] = 1 (3]

rp [3].add( Vec2Mul(r[4], dt)

rp [3].add( Vec2Mul(r[5], dt2_

rp[4] = r[4];
rp[4].add( Vec2Mul(r [5], dt)

for (int 1=0; i<b; ++i)

b.tmp.r[i] = rp[i];

b.r =
b.v = rp[l];
}

/// liczenie sit

);
s2
s3
s4
sb

~— — —

)i

s2)
s3)
s4)

)
s2)
s3)

);
s2)
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// jesli ciala koliduja to dodaj miedzy nimi sprezyne

collisionDetection ();

for (uint si=0; si<springs.size (); ++si)

{

Spring &sp = springs|[si];

Vec2Pair as = equationCall(sp);
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138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167 }
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bodies|[ sp.bodyl_id |.tmp.r[7].add( as.vl );
bodies|[ sp.body2.id ].tmp.r[7].add( as.v2 );
}

/// korekcja

static double c[6] = {3.0/16.0, 251.0/360.0, 1.0,
11.0/18.0, 1.0/6.0, 1.0/60.0};

static double tt[6] = {1.0, 1.0/dt, 2.0/dt2, 6.0/dt3,
24.0/dt4, 120.0/dt5};

static double ctt [6] = {c[0]*tt[0], c[l]xtt[1],

c[2]*tt[2], c[3]xtt[3], c[4]=tt[4], c[B]*tt[5]};

for (uint bi=0; bi<bodies.size (); ++bi)

{
Body &b = bodies[bi];
if (b.isStatic) continue;

Vec2 DA = Vec2Sub (b.tmp_r[7], b.tmp.r[2]);
Vec2 DR2 = Vec2Mul (DA, dt2_s2);

for (int 1=0; i<6; ++i)
.tmp_r[i].add( Vec2Mul(DR2, ctt[i]) );

o8

= b.tmp-r[0];
=b.tmp_r[1];

o o

< n
|

// czy$ci tymczasowe przy$pieszenie
b.tmp_r[7] = Vec2Zero;

}

169 void ODE::intGear5(double dt)

170 {
171
172
173
174
175
176
177
178}

if (!gear5_initialized)

{
dt = initGearb (dt);
geard_initialized = true;

}

int_gear5 (dt);
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