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Streszczenie

Celem niniejszej pracy jest opracowanie modelu wizualizacji przeptywu krwi przez naczy-
nia krwionoéne. Pole predkosci zostato wyliczone poprzez rozwiazanie réwnan Naviera—Stokesa
metoda objetosci skonczonej z wykorzystaniem zewnetrznej biblioteki SpeedIt Flow. W pracy
omdwiono podstawy teoretyczne dynamiki pltynéw. W dalszej czesSci pracy przedstawiono
rozne modele osSwietlenia stuzace do rzeczywistego przedstawienia obiektéw. Przedysku-
towano ich podstawy fizyczne oraz wplyw na jakosé generowanego obrazu. W kolejnej czesci
opisano techniki przedstawiania pola predkosci takie jak linie pradu, czastki i powierzchnie
pradu. Przetestowano réwniez wplyw doboru algorytmu calkujacego i interpolujacego pole

predkosci na doktadnosé generowanych wizualizacji.

Visualization methods for flow of blood in human
arteries.
Summary

In this thesis work various methods of visualization of velocity field of blood flow in human
arteries have been discussed and analyzed. Velocity field was computed by solving Navier-
Stokes equations by finite volume method for incompressible fluid with the help of the SpeedlIt
Flow| library. Theoretical foundations of fluid dynamics have been presented and it was
shown that appropriately chosen models of lighting can provide more realistic visualizations.
Physical principles and their impact on quality of rendering pictures have been also discussed.
In the last part methods for visualization of the velocity field such as streamlines, particles
and stream surfaces have been described. Moreover, various algorithms for interpolation and
integration of the velocity field and their impact on accuracy of generated visualization have

been also tested.


http://vratis.com/blog/?p=7
http://vratis.com/blog/?p=7
http://vratis.com/blog/?p=7
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1 Wstep

XX wiek dat sie poznaé, jako okres w ktérym zaobserwowano bardzo wyrazny wzrost zachorowal-
nosci na choroby ukladu krazenia [13, [14]. Choroby te poréwnywane do epidemii wspdlczesnej
cywilizacji odpowiadajg za prawie 50% zgonéw w Polsce. Choroby wystepujace na tle mi-
azdzycowym sa gléwna przyczyna umieralnodci i niepelnosprawnosci na Swiecie, a takze jedna
z gltéwnych przyczyn hospitalizacji. Z badan (WHO - World Health Organization) wynika, ze
choroba niedokrwienia serca oraz choroby naczyn mézgowych sa najwiekszym zagrozeniem dla
ludzkosci. W Polsce rozpowszechnione sg patologiczne zachowania sprzyjajace wystepowaniu
tych choréb, chociazby nalogowe palenie tytoniu, nadwaga, otyloéé¢, mata aktywnos$é fizyczna
i przewlekly stres. Powodem duzej $miertelnosci spowodowanej chorobami ukladu krazenia
jest brak skutecznych metod diagnostycznych. Obraz naczyn krwionosnych mozemy uzyskaé
chociazby ze zdje¢ wykonanych za pomoca tomografu. Dzieki uzyskanym zdjeciom mozna zw-
eryfikowaé, czy pacjent choruje na miazdzyce. Niestety nie mozna w oczywisty sposob uzyskaé
informacji dotyczacych przebiegu choroby oraz czasu, kiedy moze dojsé do wylewu. Badajac
przeplyw krwi mozemy okresli¢ ilos¢ odkladanego cholesterolu oraz to w jakim stopniu ona
wplywa na ryzyko wylewu. Wykonanie takiego badania obarczone jest jednak wieloma trudnos-

ciami, tj.:
e doktadnym zbadaniem przeptywu krwi, czyli cieczy transportujacej rézne substancje chemiczne,
e zmiana geometrii naczyn pod wplywem przeplywu,
e trudnoscia z przeprowadzaniem eksperymentéw w celu pomiaru,
e zaproponowaniem modelu ktéry bedzie opisywal to zjawisko.

Innowacyjnym podejéciem do diagnostyki medycznej jest oprogramowanie Virtus firmy Vratis,
ktore bazujac na zdjeciach potrafi generowaé geometrie naczyn, a nastepnie uruchomié¢ symulacje
komputerowa przeplywu krwi w celu wyznaczenia réznych charakterystyk ptynu, np. ci$nienia,

predkoéci czy naprezen stycznych na powierzchni cian naczyn.

Gléwnym celem tej pracy jest opracowanie modelu wizualizacji przeptywu krwi przez naczynia
krwionosne do aplikacji Virtus. Dane do wizualizacji zostana policzone przy pomocy biblioteki
Speedlt Flow. Jest to produkt firmy Vratis, stuzacy do rozwiazania réwnan Naviera-Stokesa
metoda objetosci skonczonej. Speedlt Flow jest w calodci zaimplementowany w technologi
CUDA, co znacznie skraca czas obliczenn. Poprawno$é¢ uzyskanego rozwigzania zostata poréw-

nana z oprogramowaniem OpenFoam [16]. Na podstawie wynikéw symulacji komputerowej
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przeplywu krwi przez naczynia mozna okresli¢ naprezenie, ciSnienie dzialajace na Scianke naczy-
nia oraz predkos¢ krwi. Znajomos¢é powyzszych parametréw jest przydatna w ocenie stopnia
zagrozenia pekniecia naczynia krwionosnego w najblizszym czasie. Moze wspomoéc to podjecie
decyzji czy i w jaki sposéb pacjent powinien by¢ operowany. Kolejnym zastosowaniem tego
modelu jest diagnostyka choréb uktadu krwionosnego, tj. miazdzyca lub zwyrodnienia naczyn

krwionos$nych. Temat ten zostal poruszony miedzy innymi w [I].

W tej pracy opisze podstawy teoretyczne dynamiki plynéw i algorytméw zastosowanych do
wyznaczenia pola predkosci plynu przeplywajacego przez dany o$rodek. Do opisu dynamiki
ptynéw uzywam réwnan Naviera-Stokesa, opisujacych zasade zachowania masy i druga zasade

dynamiki dla poruszajacego sie ptynu, np. krwi.

W celu efektywnej wizualizacji rozwaze kilka modeli oéwietlenia, ktére majg za zadanie rzeczy-
wiste przedstawienie danych uzyskanych z symulacji komputerowych. W celu uzyskania pola
wektorowego oraz skalarnego z dyskretnych punktow siatki w ktorych rozwiazano réwnania
Naviera-Stokesa zastosuje algorytmy interpolujace. Sadze, ze wybdér metody interpolujacej ma
istotny wplyw na czas generowania wizualizacji oraz realizm otrzymanych animacji komput-
erowych. W nastepnej czeéci przedstawie algorytmy stuzace do catkowania pola predkosci po
czasie, dzigki ktorym mozna tworzy¢ wizualizacje przeplywu przez naczynie. Przeprowadze testy

skutecznosci omawianych metod na przykladzie generowania linii pradu.
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2 Opis matematyczny dynamiki plynéw

Z makroskopowego punktu widzenia przyjmuje si¢ podzial materii na ciala stale i ptyny (ciecze
i gazy). Mozemy rozréznié kilka ogélnych parametréw charakteryzujacych ruch (przeptyw)

plynéw.

e Przeplyw moze by¢é stacjonarny, badz niestacjonarny, ruch ptynu jest stacjonarny, jesli w

dowolnym punkcie przestrzeni predkosé ptynu nie zalezy od czasu.

e Przeplyw moze by¢ scisliwy lub niescisliwy. Przeptywem niedcisliwym nazwiemy przepltyw
w ktorym gesto$é¢ plynu jest stata. Mozna pogladowo uznad, iz nieécisliwym jest przeplyw

cieczy, natomiast Scisliwym - przeplyw gazow.

e Przeplyw moze by¢ lepki albo nielepki. Lepko$¢ w plynach jest tarciem wewnetrznym.
Wyjadnieniem przyczyn lepkosci sg sity styczne wystepujace pomiedzy warstwami cieczy,
ktore przesuwaja sie wzgledem siebie. Lepkos¢ jest odpowiedzialna za dyssypacje, czyli

stopniowe rozpraszanie energii mechanicznej w danym osrodku.

e Przeplyw, w ktérym nachodza na siebie kolejne warstwy pltynu nazywamy burzliwym(turbulentnym),
wtedy mozemy zaobserwowaé ruchy wirowe i chaotyczne. Przeciwienstwem jest przeplyw

laminarny, w ktorym strugi ptynu nie mieszaja sie.

Teoretyczny model dla lepkosci pltynu zaproponowat Isaac Newton, w ktérym naprezenie wynosi:

7=puVu (1)
gdzie:
e u - wektor predkosci,
e [ - wspblezynnik lepkosci dynamiczne;j,
e T - tensor naprezenia.

Plyn opisywany powyzszym modelem nazywamy idealnie lepkim lub niutonowskim.
W tej pracy badam przeptyw laminarny i turbulentny dla cieczy jednofazowej, niecisliwej i

niutonowskiej dla naczyn z sztywnymi Sciankami.

2.1 Rodéwnania Naviera-Stokesa

Réwnania Naviera-Stokesa stanowia zestaw rownan opisujacych zasade zachowania masy druga

zasade dynamiki dla poruszajacego si¢ ptynu. Wedtug nich zmiana pedu elementu pltynu zalezy
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2.1 Roéwnania Naviera-Stokesa

jedynie od zewnetrznego ciSnienia i wewnetrznych sil lepkoéci oraz sit zewnetrznych, na przyktad
grawitacji. Te klasyczne réwnania rézniczkowe czastkowe, intensywnie badane na poczatku XIX
wieku, daly podstawy naszej wiedzy o hydromechanice, propagacji fal, przewodnictwie cieplnym
i innych istotnych problemach fizycznych. Rozwiazaniu tego problemu po$wiecato sie wielu
matematykow oraz fizykéw, co zaowocowalo powstaniem nowych metod badawczych w tych
dziedzinach. W rezultacie w XX wieku nastapil ogromny rozwdéj teorii rownan rézniczkowych
czastkowych. Niestety szereg fundamentalnych probleméw zwiazanych z istnieniem, jednoz-
nacznoscia i asymptotycznym zachowaniem sie rozwigzan pozostal nierozwiagzany. Ruch tur-
bulentny wody czy tworzenie sie wirow sa dwoma zjawiskami, ktérych zrozumienie przysparza

wiele trudnosci wspoltczesnym naukowcom.

Rozwiazanie tego zagadnienia mozna znalez¢ na drodze rachunku rézniczkowego i catkowego. W
taki sposéb potrafimy rozwiaza¢ jedynie najprostsze przypadki nieturbulentnego, stacjonarnego
przeplywu o regularnej geometrii, charakteryzujacy sie niska liczba Reynoldsa. Liczbe Reynoldsa
definiujemy:

R=" )
gdzie:

e u - predkosé charakterystyczna ptynu, np. Srednia predkos¢ w badanym obszarze,

e |- wymiar charakterystyczny dla badanego zjawiska od ktérego zalezy stateczno$é przeptywu.

(Na przyktad dla rury jest to $rednica.)
e v - lepko$¢ kinetyczna ptynu.
Réwnania Naviera-Stokesa dla jednofazowej, lepkiej i niescisliwej cieczy maja postac:
V- (pu) =0 (3)

Du

gdzie:
e u jest polem predkodci,
e p - gestodcia,
e p - ciSnieniem,

o F - zewnetrzny sily,
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2.2 Opis Lagrange’a

e [ - wspélczynnikiem lepkoéci dynamicznej.
Istnieja dwa sposoby opisu ruchu ptynéw:
e opis Lagrange’a,

e opis Eulera.

2.2 Opis Lagrange’a

Podejscie zaproponowane przez J. L. Lagrange’a zaklada podzial ptynu na infinitezymalne ele-
menty objetosci, zwane czgstkami ptynu. Ta metoda stuzy do analizy zmiennosci predkodci,
przys$pieszenia, ci$nienia, gestosci i temperatury indywidualnie dla kazdego elementu plynu
wzdhuz toru jego ruchu. W tym podejéciu wielkosci fizyczne takie jak gestos¢ cisnienie itp. wyz-
naczamy poprzez obliczanie calek wzdtuz trajektorii czastek ptynu. Mozemy sobie wyobrazié,
ze obserwator porusza sie razem z kazda czastka i $ledzi zmiany wielkosci fizycznych i na tej
podstawie okresla stan catego uktadu.

To podejscie nie bedzie jednak poruszane w dalszej czedci pracy. Dokladniejszy opis mozna

znalezé¢ w [12).

2.3 Opis Eulera

W podejsciu L. Eulera stan uktadu opisany jest przez pole predkodci, gestosé, i ciSnienie rozpicte
w przestrzeni i zalezne od czasu. Dla tej metody wyznaczamy obszar kontrolny, ktéry posiada
infinitezymalne rozmiary i badamy zmiany parametréw hydrodynamicznych dla tego obszaru.
Obserwator w tej metodzie bada okreslony element przestrzeni, w przeciwienstwie do metody
Lagrange’a gdzie poruszamy sie za czastkami ptynu. W mojej pracy stosuje podejécie Eulera i

rownania Navera-Stokesa do opisu dynamiki ptyndw.

2.3.1 Roéwnanie zachowania masy dla ptynu

W celu lepszego zrozumienia z jakich rozwazan wynikaja réwnania Naviera-Stokesa i jak nalezy
rozumie¢ opis Eulera dla dynamiki ptynéw przedstawie w jaki sposéb mozna wyprowadzi¢ réw-
nanie zachowania masy dla ptynu. Na poczatek rozwazmy maly element ptynu o bokach dz,0y

oraz ¢z, jak na ponizszym rysunku:

10
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Rysunek 1: Opis elementu plynu [2].

Srodek elementu jest zlokalizowany w pozycji (x,y,2z). Masa plynu jest zachowana podczas
przeplywu, czyli zmiana gestosci w elemencie plus strumien przechodzacy przez element musi by¢

rowne 0. Formula przedstawiajaca strumien przechodzacy przez element wyglada nastepujaco:

dpw) 1

pw+?-§52
9 1
pV'I' ay >
|
e | alpu) 1
5‘ —_——
~, ! pu+ o 25}(
. * | Bl e
_dpy) 1 (¥ 2
pu gx 2 S L\\
PN
= dipy) 1
A i

Rysunek 2: Przeplyw masy przez element plynu [2].

B dpu 1 Jpu 1
Q= <pu — %2595) oydz — (pu + 81:2(%) oydz
opv 1 opv 1
+ (pv vy 25y) dxdz — (pv + By 2(5y> 0xdz
Jpw 1 Jpw 1
+ (pw — 82252> dxdy — (pw + 8226Z> oxdy (5)

7 powyzszych rozwazan wynika réwnanie:

dp  O(pu) | 9(pv)  O(pw)
ot or "oy T o:

=0 (6)
Zapisujac je w postaci wektorowej otrzymuje réwnanie cigglosci dla Scisliwego ptynu:

V(o) + =0 @

11
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2.4 Przeplyw turbulentny

Réwnanie ciaglosci dla niescidliwego ptynu dla ktérego % = 0 upraszcza si¢ do postaci:

V-u=0 (8)

2.3.2 Druga zasada dynamiki

Drugim réwnaniem Naviera-Stokesa jest druga zasada dynamiki dla poruszajacego sie ptynu,
ktérg mozna wyprowadzié¢ rozwazajac w jaki sposéb sity lepkosci, cisnienia i zewnetrzne dzialaja
na element ptynu. Ogdlne réwnanie Naviera-Stokesa wyglada nastepujaco:

D
p?ltl = Vp+ V- (uVu)+F (9)

2.4 Przeplyw turbulentny

Powyzej pewnej krytycznej wartosci liczby Reynoldsa obserwujemy wyrazna zmiane w naturze
przeplywu. Strugi plynu przestaja by¢ réwnolegle i zaczynaja sie miesza¢. Prowadzi to do
zmiany charakteru przeptywu, ktéry staje si¢ chaotyczny i jest okredlany jako turbulentny. Ob-
serwujemy wtedy fluktuacje parametréw fizycznych tj. predko$é, cisnienie itp. Dla takiego
uktadu mozemy zapisac:

u=U+1u (10)

p=P+yp (11)
gdzie:
e U.P - sa to odpowiednio srednia predko$é i cisnienie.
e u’, p’ sg to odpowiednio zaburzenia predkosci i ci$nienia.

W zwiazku z wprowadzeniem fluktuacji wielkosci fizycznych musimy zmodyfikowaé réwnania,

ktore opisuja przeptyw. Dokladne wyprowadzanie mozna znalezé w [2].

2.5 Metoda objetosci skoniczonych

Réwnania rézniczkowe czastkowe opisane we wezesniejszym paragrafie mozna rozwigzaé wieloma
algorytmami numerycznymi wymagajacymi dyskretyzacji w czasie i przestrzeni. Jednym z nich
jest metoda objetosci skonczonej. Podstawy tej metody omoéwie na przykladzie réwnania ad-
wekcji.

9¢

- .F = 12
8t+v 0 (12)

gdzie:

12
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2.5 Metoda objetosci skonczonych

e ¢ - pole skalarne, na przyklad temperatura, ktérego zmiane chcemy badag,
e F - strumien ( tu wynosi u¢.)

Powyzsze rownanie dla ogélnego przypadku jest trudno rozwiazaé. Zagadnienie to mozna upros-
ci¢ i przyjac, ze nasze rozwigzanie bedzie spelnia¢ réwnanie w sposob catkowy dla okreélonych
komorek. Jest to podstawowe zalozenie na podstawie, ktorego zostata zbudowana metoda ob-
jetosci skoniczonej. Teraz mozemy szukaé¢ rozwiazania ograniczajac sie¢ do wybranego elementu

objetosci 1 zapisa¢ rownanie adwekcji w formie catkowej.
0
a/qﬁost/v-FdQ:o (13)
Q Q

Zakladajac, ze ¢ jest stale w elemencie objetosci oraz przechodzac z calki objetosciowej do

powierzchniowej otrzymujemy:
0
&gbV—F/F-ndS:O (14)
19}

gdzie:

e dS - element powierzchni,

V - objetos¢ komérki elementarnej,

n wektor normalny,

) obszar kontrolny,

0 brzeg obszaru kontrolnego.

Teraz mozemy z calka przej$¢ do sumy po Sciankach elementu kontrolnego oraz pochodna po

czasie przyblizy¢ wzorem Eulera w przod.

V

E(¢n+l_¢n)+zn8'F3:0 (15)

Powyzszy zapis oznacza ze zmiana wartosci pola w czasie w komérce jest réwna strumieniowy
przechodzacemu przez ten element. Jest to bardzo intuicyjne dla wszystkich wielkosci fizycznych,
ktore powinny by¢ zachowane. Kolejnym krokiem jest przeprowadzenie dyskretyzacji obszaru w
ktorym szukamy rozwiazania. Oznacza to, ze musimy stworzy¢ siatke dla ktérej bedziemy
rozwigzywali rownania. Nastepnym waznym elementem jest sposob liczenia strumienia na
Sciance (Fy), w zaleznosci od wyboru algorytmu otrzymujemy rézne schematy metody objetosci

skoniczonej. Najprostszym z nich jest upwind, w ktérym strumien przechodzacy przez $cianke

13
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2.6 Rozwiazywanie réwnan N-S

jest réwny predkosci na $ciance pomnozonej przez wartos¢ pola komorki, z ktorej wychodzi stru-
mien. Innym podejsciem jest obliczenie $redniej arytmetycznej pola z sasiednich komorek, wt-
edy otrzymamy schemat drugiego rzedu nazywany FTCS(forward time, center space), ktéry jest
niestabilny, dlatego nalezy go stosowaé z tzw. ogranicznikami strumienia. Wybierajac sposob
interpolacji strumienia i metode catkowania w czasie tworzymy schemat metody objetosci skonc-

zonej. Dokladniejsze rozwazania na ten temat mozna znalezé na przyklad w [2, 3 4 [5].

2.6 Rozwigzywanie rownan N-S

Réwnania N-S w mojej pracy zostaly rozwigzane przy uzyciu biblioteki Speedlt Flow, ktéra
udostepnia standardowe algorytmy umozliwiajace rozwigzanie rownania metoda objetosci skonc-
zonej, popularnie z jezyka angielskiego nazwane solverami, np. ICO, PISO i SIMPLE, ktére sa
zaimplementowane na procesach graficznych (gpu). Interesujacym pakietem zawierajacym im-
plementacje powyzszych algorytméw na standardowych procesach (cpu) jest OpenFoam, poniewaz
kody zrodtowe dla tego pakietu sa otwarte i kazdy uzytkownik moze si¢ z nimi zapoznaé¢. W kole-

jnym rozdziale przedstawie w jaki sposéb przygotowuje sie symulacje komputerowa przepltywu.

Rysunek 3: Przykladowe obszary kontrolne dla siatki 2D w metodzie FVM wygenerowane przy
pomocy programu triangle [21].
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3 Wykonanie symulacji komputerowej przeptywu krwi.

Wykonanie symulacji przeptywu krwi jest bardzo zlozonym procesem. Najpierw trzeba uz-
godni¢ model przeplywu i uproszczenia na ktére sie godzimy, aby uprosci¢ badane przez nas
zjawisko i skoncentrowac sie na tych problemach, ktére sa dla nas istotne. Kolejnym etapem jest
wybranie algorytmu, ktéry zastosujemy do rozwigzania réwnan. W tym momencie nalezy pamie-
ta¢, ze dla dowolnej geometrii nie da sie w sposob dokladny wyznaczyé predkosci i ci$nienia.
Metody numeryczne, ktérych uzywamy, tj. FVM stosuja kolejne przyblizenia. Waznym ele-
mentem jest zrozumienie tego na jakie efekty pomijamy oraz jakim bledem sa obarczone nasze
obliczenia. Dopiero wtedy mozemy analizowaé¢ otrzymane przez nas rozwiazanie i na jego pod-

stawie wyciagnaé¢ wnioski dotyczace rzeczywistego przepltywu krwi.

3.1 Wygenerowanie geometrii

Geometrie naczyn krwionosnych ciezko otrzymac z bezposrednich metod. Zazwyczaj pomiar na
naczyniu wykonuje sie w ostatecznosci kiedy przygotowuje si¢ stent, ktéry musi byé¢ idealnie
dopasowany do naczynia. Niestety taki zabieg jest inwazyjny, dlatego warto poszukaé¢ innych
rozwigzan. Obraz naczyn mozna otrzymaé dzigki uzyciu tomografu. Na podstawie zdje¢ wyko-
nanych tomografem mozna okresli¢ czy istnieje zwyrodnienie naczynia takie jak tetniak lub
miazdzyca, ale w celu uzyskania geometrii musimy przeprowadzi¢ komputerows analize obrazu.

Ponizej przedstawitem jedynie skrécony opis ztozonych proceséw ktore w tym czasie zachodza.

e W pierwszej kolejnosci nastepuje wezytanie zdjeé z tomografu. Tomograf umozliwia ro-
bienie zdje¢ w danej plaszczyznie, a nastepnie przesuwa sie prostopadle do plaszczyzny
wzdtuz, ktérej robi zdjecie. W ten sposéb powstaje seria zdje¢, ktéra mozemy wezytac do

komputera.

e Nastepnym etapem jest budowanie siatki powierzchniowej. Jest to najtrudniejsza czesé
tego algorytmu, poniewaz na podstawie obrazu musimy budowaé tréjkaty. Metoda za-
zwycza]j bazuje na znajdywaniu podobnych do siebie pixeli, tworzeniu na nich trojkatéw i
laczeniu w calo$é. Nalezy pamietaé, ze siatka musi caly czas by¢ spdjna, nie moze posi-
adaé¢ dodatkowych trojkatéw w srodku i innych artefaktéow. Nastepnie musimy zadbaé, aby
powierzchnia siatki byta gtadka, gdyz w innym przypadku nie bedziemy w stanie policzy¢

na niej symulacji przeptywu.

e Budowanie siatki objeto$ciowej. Na podstawie siatki powierzchniowej mozna stworzy¢
siatke objetosciowa. Standardowe algorytmy opieraja sie na wstawianiu punktéw do

srodka siatki a nastepnie na budowaniu czworoscianéw lub innych bryt. Ostatnim etapem
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3.2 Zadanie warunkéw poczatkowych i brzegowych

jest wygltadzanie, czyli poprawianie komorek, ktére nie speliaja naszych oczekiwan na
przyktad sa za duze lub za ptaskie. Stworzenie generatora, ktory dziata szybko i generuje
tadne siatki objetoéciowe jest sporym wyzwaniem. Na szczeScie na rynku istnieje sporo dar-
mowych generatorow, ktore obstuguja format stl. Ja korzystam z netgena, tetgena i snapy-
HexMesh. Dla zainteresowanych wiecej informacji w dodatkach, przy opisie zewnetrznego

oprogramowania.

3.2 Zadanie warunkéw poczatkowych i brzegowych

Na tym etapie mamy juz siatke objetosciowa z zdefiniowanymi komoérkami. Kolejnym etapem jest
zadanie warunkow poczatkowych i brzegowych dla symulacji przeptywu krwi. Mozna rozrézni¢

trzy typy Scianek dla naczynia.
e wlot - w tym miejscu wpltywa plyn,
e wylot - w tym miejscu wyplywa ptyn,
e brzeg - sg to Scianki naczynia, ktore nie przepuszczaja plynu.

Dla kazdego typu Scianki powinni$my zada¢ inne warunki. Warto wspomnieé, ze rodzaj zadanego
warunki ma bardzo istotny wplyw na wyniki symulacji i powinno to sie robi¢ bardzo doktadnie.
Musimy okresli¢ jakie sa warunki poczatkowe i brzegowe dla pdl cisnienia i predkosci. Warunki
te sa ustalane dla wyzej wspomnianych typéw Scianek. Zazwyczaj dla predkosci przyjmuje sie

nastepujace wartosci:
e wlot - warunek Dirichleta - predko$¢ jest stala lub zmienna w czasie,
e wylot - warunek Neumanna - pochodna predkosci = 0,
e brzeg - warunek Dirichleta - predkosé = 0.
Dla cisnienia:
e wlot - warunek Neumanna - pochodna = 0,
e wylot - warunek Dirichleta - ci$nienie wynosi 0,
e brzeg - warunek Neumanna - pochodna = 0.

Kolejnym etapem jest wybranie jakich schematow dla metody objetosci skonczonej chcemy uzyc¢.
Jest to znowu obszerne zagadnienie, poniewaz dla kazdego operatora rézniczkowego mozemy

uzy¢ innego. Tutaj ogranicze sie do przedstawia przyktadowych jakich ja uzytem:
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3.3 Uruchomienie symulacji

pochodna po czasie - metoda Eulera krok w przéd,

gradient - metoda interpolacji liniowa,

dywergencja - metoda interpolacji liniowa,

laplacian - metoda interpolacji liniowa.

3.3 Uruchomienie symulacji

Ostatnim etapem jest uruchomienie symulacji przeplywu. Sprowadza sie to do uruchomienia
programu, ktéry na podstawie plikéw kontrolnych wylicza pole predkoéci i ci$nienia w kolejnych

momentach i zapisuje je do plikéw.

3.4 Virtus

Do opisanych w tym rozdziale krokéw uzytem programu Virtus, ktéry jest produktem firmy
Vratis umozliwiajacy przeprowadzenie poszczegdlnych krokéw opisanych w tym rozdziale. Jest to
wtyczka do przegladarki komunikujaca sie z serwerem dzialajacym w architekturze rozproszone;j.
G16éwna ideg tego oprogramowania jest przeprowadzania analizy przeptywu krwi przez naczynia.

Virtus sktada sie z nastepujacych modutéw:
e pobieranie danych medycznych z serweréw szpitalnych,
e tworzenie wizualizacji 3D naczyn krwionosnych,
e segmentowanie geometrii na podstawie obrazéw,
e generowanie siatki objetosciowej i zadawanie warunkéw do symulacji,

e uruchomienie symulacji przeptywu na klastrze komputerowym. Ponizej mozemy zobaczy¢

zdjecia z Virtusa przedstawiajace powyzsze funkcjonalnosci.
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3.4 Virtus

Rysunek 5: Obraz tomograficzny tetnicy brzuszne;j.

Only View Meshd91 Vol= 30302.3 [mmA3],

Rysunek 6: Obraz tomograficzny tetnicy brzusznej z siatka powierzchniowa.
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3.4 Virtus

Vol= 2791.18 [mm*3], Nodes = 276

Rysunek 7: Wizualizacja 3D kota Willisa z siatka powierzchniows.
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4 Wizualizacja

7 rozwiazania réwnan Naviera-Stokesa otrzymujemy wartosci predkodci i ciSnienia w komérkach
w kolejnych krokach czasowych. Dodatkowo w kolejnych etapach mozemy policzy¢ wartosci
pochodne takie jak naprezenie powierzchniowe (WSS) i stezenie tluszczy o niskiej gestosci (LDL).
Jest to olbrzymi zbiér danych, ktory trzeba przeanalizowaé. Najprostszym podejsciem jest
narysowanie geometrii i pokolorowanie jej wedlug wartodci analizowanego pola. Wizualizacja
sktada sig¢ z kilku cze$ci. Najpierw powinniSmy przedstawi¢ geometrie naczynia. W tym celu
musimy zdefi niowa¢ model oSwietlenia, czyli jakim Swiatlem jest oSwietlona geometria i w jakim

stopniu $wiatlo jest odbijane od powierzchni naczynia.

4.1 Modele oswietlenia

Modele oswietlenia daja spory wkiad do wygladu wizualizacji naczyn krwionosnych. Jest to
szczegdlnie pozadany efekt, gdyz, dzigki niemu wszelkie wizualizacje wygladaja bardziej real-
istycznie. W celu interpretacji wynikéw otrzymanych z symulacji komputerowych musimy je
w jaki$ sposéb zaprezentowacé. Idealnym przypadkiem jest przedstawienie pola skalarnego np.
ci$nienia w 2D. Wtedy punkt z przestrzeni odpowiada pikselowi, a kolor piksela okresla warto$é
pola. Niestety ogolnie jest to duzo bardziej ztozony problem, poniewaz punkt w przestrzeni
3D okreslamy poprzez trzy liczby x,y,z i aby odwzorowa¢ go na ekranie wprowadza si¢ bufor
glebokosci. Nastepnie, aby otrzymaé cienie, odbicia i inne zjawiska optyczne musimy uwzglednié¢

swiatto podajace na nasz obiekt. W tym celu wprowadza sie rézne modele oswietlenia.

4.1.1 Swiatlo otoczenia

Za najprostszy rodzaj $wiatta mozna uznaé¢ $wiatlo otoczenia. Za jego charakterystyczne cechy
uznajemy réwnomierne rozpraszanie, ktére nie zalezy od zrédta swiatta na powierzchni przed-
miotu oraz odbijanie sie od przedmiotéw znajdujacych sie w jego zasiegu, ktére powoduje roz-

jasnianie przedmiotéw znajdujacych sie dookota.

Prostym przykladem $wiatta otoczenia jest $wiatlto bezkierunkowe padajace na nieo$wietlona
scene na ktorej znajduja sie przedmioty jednakowo ze wszystkich stron o$wietlone. Charak-
terystyczne dla $wiatla otoczenia jest to, iz tworzy ono liczne odbicia od powierzchni znaj-
dujacych sie w scenie nie o$wietlajac zadnego przedmiotu bezposrednio. Réwnanie dla $wiatta
otoczenia przy zalozeniu, ze Swiatto to w kazdym z kierunkéw pada w ten sam sposéb, réwnomiernie

o$wietlajac przedmioty wyglada nastepujaco:

I =ky, (16)
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4.1 Modele oswietlenia

przy czym I, jest natezeniem Swiatta otoczenia, o ktérym zaklada sie, ze jest state dla wszystkich
obiektow. Natezenie tak odbitego od powierzchni Swiatta wyznaczamy za pomoca wspotczynnika
kq€[0,1], ktory jest cecha materialu. W ten sposéb opisalem najprostszy model o$wietlenia,
ktéry czesto wchodzi w sktad bardziej zaawansowanych modeli. Warto zauwazy¢, ze taki opis
Swiatta nie ma podstaw fizycznych. Wprowadzamy go ze wzgledu na trudnos¢ w policzeniu

skomplikowanych i wielokrotnych trajektorii odbi¢ promieni Swietlnych.

4.1.2 Model Lamberta

Gléwna wada Swiatla otoczenia jest to, ze nie uwzglednia geometrii przedmiotéw, przez co
nie mozemy zaobserwowacé na przykltad cieni. Kazdy element bez wzgledu na ksztalt Swieci w
ten sam sposéb, co jest sprzeczne z doswiadczeniem. Z optyki wiadomo, Ze natezenie $wiatta
odbitego od powierzchni jest proporcjonalne do kosinusa kata padania. Powyzsza zasada zostala
sformutowana przez Lamberta stad uwzglednienie tego zjawiska w grafice komputerowej zostato
nazwane od nazwiska twoércy modelem Lamberta. W ten sposéb jestedmy w stanie opisa¢ odbicie

swiatla od matowych powierzchni, réwnanie $wiatta mozna zapisa¢ w postaci:
I = I kg + Iikqcos(B) (17)
gdzie:
e [; - natezenie Swiatta rozproszonego,jest takie samo dla wszystkich obiektow,

e k4 - stala materialowa okreslajaca w jakim stopniu dany obiekt odbija Swiatto rozproszone.

Zawiera si¢ w przedziale [0,1].

4.1.3 Model Phonga

W 1975 roku Phong Bui-Tuong opisat w rozprawie doktorskiej innowacyjny model oSwietlenia,

ktory opiera sie na:
e maksimum odbicia zwierciadlanego wystepuje dla § réwnego zero,
e maksimum odbicia zwierciadlanego szybko spada ze wzrostem kata (3.

Zanik natezenia swiatla z wzrostem f jest przyblizany funkcja cos™ (), gdzie wykladnik n zalezy

od materialu i moze przyjmowaé wartosci z zakresu 1 do kilkuset.
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4.1 Modele oswietlenia
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Rysunek 8: Przykladowe wartosci funkcji cos™(f).

W tym modelu natezenie $wiatta odbitego oblicza sie ze wzoru:
I = I,ko + Iikgcos(B) + Iskscos(B)"
gdzie:

o [ - calkowite natezenie $wiatta,

e [, - natezenie Swiatta otoczenia,

e k, - stala materialu odpowiedzialna za odbicie swiatta otoczenia,

e [; - natezenie Swiatla rozproszonego,

e kg - stala materiatu odpowiedzialna za odbicie $wiatta rozproszonego,

e ], - natezenie swiatta rozbtysku,

e k, - stata materiatu odpowiedzialna za intensywno$¢ rozbtysku,

e (3 -kat miedzy promieniem padajacym na powierzchnig, a wektorem normalnym do powierzchni,

e n - stala dla materialu odpowiedzialna za site rozbtysku.

Obrazek z lewej strony jest o§wietlony tylko przez Swiatto otoczenia, z kolej z prawej strony zostat
zastosowany model Phonga. Widzimy wyraZna réznice w cieniach. Wynika ona z zastosowania

Swiatla rozproszonego.
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4.2  Wizualizacje geometrii

Rysunek 9: Wizualizacja profilu ci$nienia dla tetniaka naczynia mézgowego. Lewy - tylko z

swiatlem otoczenia, prawy - model Phonga.

4.2 Wizualizacje geometrii

Pierwszym etapem jest wizualizacja geometrii.Ponizej znajduja sie charakterystyki siatek badanych
w tej pracy.

4.2.1 Aorta podstawna

Jest to czesé kota Willisa, ktéra doprowadza krew do mézgu. Przeplyw dla tego przypadku jest

turbulentny i zastosowano model k-omega [2]. Siatka sktada sie z 160745 punktéw.

4.2.2 Tetniak naczynia mézgowego

Jest to tetniak naczynia w poblizu kota Willisa. Dla tego przypadku przeptyw jest turbulentny

i zastosowano model k-omega [2]. Siatka sklada sie z 13891 punktéw.

4.2.3 Naczynie wiencowe

Siatka dla tego przypadku sktada sie z 52000 punktéw. Przeplyw jest laminarny. Zbiér rysunkow

dla poszczegdlnych geometrii znajduje sie w dodatkach.

4.3 Wizualizacja wielkosci fizycznych

7 rozwigzania réwnan Naviera-Stokesa otrzymujemy wartosci cisnienia i predkosci. Nastepnie
mozemy policzy¢ naprezenie powierzchniowe (WSS) oraz stezenie tluszezy o niskiej gestosci
(LDL)[15]. Dzigki zaproponowanym modelom o$wietlenia mozemy prezentowaé¢ pola skalarne w
3D, dla ktérych wartos¢ pola okresla kolor pixela. Przedstawienie pél wektorowych dla ktérych
znamy kierunek wektoréw (naprezenie powierzchniowe - kierunek prostopadly do powierzchni
Scianki) jest analogiczne do pdl skalarnych poniewaz w tym przypadku rysujemy tylko modul

wektora. Bardziej skomplikowanym przypadkiem jest wizualizacja pola predkosci, dla ktérego
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4.3 Wizualizacja wielkoSci fizycznych

nie potrafimy z géry przewidzie¢ kierunku. Doktadniejsza analiza tego problemu znajduje sie w
kolejnym podrozdziale. Ponizej przyktad wizualizacji ci$nienia dla tetniaka naczynia méozgowego.

Warto zauwazy¢, ze najwieksze cisnienie jest na powierzchni worka w tylnej czedci. Jest to wazna
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Rysunek 10: Profil ci$nienia dla tetniaka naczynia mézgowego.

informacja dla lekarzy podczas operacji poniewaz w tym miejscu moze doj$¢ do pekniecia naczy-
nia. Interesujaca wielkoscia jest LDL poniewaz informuje nas w ktérym miejscu naczynia bedzie
powstawala blaszka miazdzycowa. Jest to wazna informacja dla lekarzy, poniewaz dzieki niej
moga podjac decyzje czy wprowadzac stent do naczynia w celu udroznienia naczynia. Idealnie to
widaé na obrazie naczynia wiencowego. Zgrubienie widoczne z przodu naczynia jest to wladnie

stent, ktéry ma zapobiegaé¢ odkladaniu sie w tym miejscu cholesterolu.

LDL [%]

Rysunek 11: Profil LDL dla naczynia wienicowego.
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4.4 Wizualizacja pola predkosci

4.4 Wizualizacja pola predkosci

Prezentacja pola predkosci w 3D jest sporym wyzwaniem, poniewaz musimy przedstawi¢ 3 zmi-
enne przestrzenne oraz 3 skladowe wektora. Dlatego wprowadza sie metody posrednie pozwala-

jace analizowac¢ pole predkosci.

4.4.1 Cazasteczki

Metoda pozwala §ledzi¢ lokalne zmiany pola predkosci. Glownym zastosowaniem uzycia czastek
jest generowanie animacji przepltywu w czasie rzeczywistym. Generowanie czastek sprowadza sie
do rozwigzania problemu adwekcji, czyli unoszenia substancji z przeptywem, poprzez rozwiazanie
rownania ruchu dla poszczegdlnych czastek.

dr(t)
dt

= v(r(t),t); (18)
gdzie:
e r - polozenie czastki,

e v - predkoéc¢ dla czastki, mozna jg otrzymac z interpolacji pola otrzymanego z rozwiazania

rownan Naviera-Stokesa.

Powyzsze réwnanie rozwigzuje sie poprzez calkowanie pola predkosci po czasie. Algorytm

stuzacy do wyznaczania czastek sktada sie z kilku krokéw.
e zainicjuj poczatkowe czastki (okresl poczatkowe polozenia i predkosci),
e przesun czastke zgodnie z schematem catkujacym,

e wyznacz nowa predkosé¢ czastek, poprzez interpolacje predkosci w objetosci naczynia oraz

pomiedzy kolejnymi momentami czasowymi symulacji,
e pokoloruj czastki w zaleznosci od wartosci predkosci.

Problemem tej metody jest interpolowanie predkosci z objetoéci. Jezeli chcemy otrzymacé plynne
zmiany predko$é¢ podczas przechodzenia pomiedzy kolejnymi klatkami symulacji musimy inter-
polowaé predkosé dodatkowo z nastepnej klatki. Stosujac metode RK 2 dla 100 czastek w
kazdym kroku dokonujemy 100*2*2=400 razy interpolacje, ktora zajmuje duzo czasu, poniewaz
musimy przeszukiwaé siatki, ktore skiadaja sie nawet z miliona punktéow, dlatego tak wazny
jest wybér metody interpolacji. Kolejnym problemem jest przetadowywanie duzej ilosci danych.
Jezeli chcemy uzyskaé ptynne animacje musimy ograniczy¢ czas potrzebny na przejscie do kole-

jnego punktu czasowego, dlatego nie mozemy za kazdym razem zmienia¢ wektora z danymi dla
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4.4 Wizualizacja pola predkosci

ktorych przeprowadzamy interpolacje. Rozwiazaniem jest wczytanie za pierwszym razem calej
symulacji do pamieci RAM i w trakcie wizualizacji zmienianie tylko wskaznikéw na dane, ale to
wiaze si¢ z duzym zuzyciem pamieci. Optymalny sposéb polega na wezytywaniu kilku klatek
do przodu i w trakcie generowania czastek w osobnym watku przeprowadzaé przetadowywanie
danych, ale to wiaze sie z koniecznoscia napisania skomplikowanego menadzera pamieci. Zaleta
generowania czastek jest mozliwos¢ obserwacji dynamicznych zmian pola predkosci w czasie.

Ponizej znajduja sie przyktadowe obrazy wizualizacji czastek.

Velocity [ws]

00043

Rysunek 12: Czastki dla tetniaka naczynia mézgowego.

Velooity [s]

omz

Rysunek 13: Czastki dla tetnicy podstawne;j.
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4.4 Wizualizacja pola predkosci

4.4.2 Linie pradu i tory czasteczek
Linie pradu (streamline) definiujemy:
Jest to linia, ktora w kazdym punkcie jest styczna do pola predkosci w tym punkcie.
Wyraza to tzw. réwnanie linii pradu:
; (19)

gdzie:

e x,y,z - skladowe réwnania parametrycznego linii,

e u,v,w - sktadowe wektora predkosci w danym punkcie.

Algorytm generowania linii pradu polega na catkowaniu pola predkosci po czasie. Pole predkosci
otrzymujemy z numerycznego rozwigzywania rownan Naviera-Stokesa w wierzchotkach siatki
objetosciowej ze wzgledu na to, iz w kazdym kroku catkowania musimy interpolowa¢ predkosé
do danego punktu. Ten problem jest dokladniej opisany w sekcji nr 6. Generowanie linii pradu

sktada sie z nastepujacych krokéw:

e Pierwszym krokiem jest wyznaczenie warunkéw poczatkowych, czyli musimy okresli¢ potoze-
nie poczatkowe xg i predkosé poczatkowa vg. Za punkt poczatkowy mozemy wybrac
dowolny punkt z wnetrza naczynia. Predkos$¢ poczatkowa wyznaczamy przy pomocy algo-
rytmu interpolujacego. Warto pamietaé, ze linie powinno catkowaé sie po czasie w przéd(z
dodatnim krokiem czasowym) i w tyl (z ujemnym krokiem czasowym) wtedy powinni$my

dla kazdego punktu znalezé linie, ktéra taczy wlot naczynia z wylotem.

e Calkowanie iteracyjnego rownania ruchu dla schematu Eulera sprowadza si¢ do réwnania:
Tpil = Ty + vy x dt, dla ktérego znamy xq i vg, wiec mozemy wyznaczyé¢ x1. Nastepnie
poprzez interpolacje mozemy wyznaczy¢ v; i ponownie catkowaé réwnanie. Waznym el-
ementem w tym algorytmie jest wyboér schematu do catkowania po czasie. Zastosowane

schematy zostaly opisane w nastepnym rozdziale.

e Pokolorowanie linii w zaleznosci od wartosci predkosci w danym punkcie. W tym celu
musimy policzy¢ predkosé maksymalng (maxV) i minimalna (minV) w symulacji. Nastep-
nie musimy zdefiniowaé palete koloréw, jako wektor barw(kolory). Dla kazdego punktu k

(v, wartos$é predkosei) z linii obliczamy warto$é koloru(kolor) z réwnania:

kolor[k] = kolory[(vy — minV')/(maxV — minV') x liczbakolorow]
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Ponizej znajduja sie¢ przyktadowe obrazy dla linii pradu.

Velocity /3]

Rysunek 14: Linie pradu dla tetniaka naczynia mdzgowego.

Velocity 5]
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Rysunek 15: Linie pradu dla tetnicy podstawne;j.

Interesujace wizualizacje mozna otrzymaé generujac linie pradu dla kolejnych chwil czasowych
i sktadajac otrzymane obrazki w animacje. Dzieki temu mozemy obserwowaé jak pole pred-
kosci zmienia sie w calej symulacji. Jest to szczegdlne istotne dla zjawisk dynamicznych jak

powstawanie wirow w naczyniach.
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4.4 Wizualizacja pola predkosci

4.4.3 Powierzchnie pradu

Powierzchnie pradu w dobry sposéb oddaja wiry, poniewaz zawijaja si¢ wokot takich miejsc.
Powierzchnia pradu nazywamy powierzchnie, ktéra jest styczna do pola predkodci, jest wyz-

naczana poprzez linie pradu taczone w czworokaty, jak na rysunku ponizej.

Tn

SO

S1

Rysunek 16: Konstruowanie powierzchni przeptywu [6].

gdzie:

TO - linia startowa powierzchni;
SO - lewa krawedz powierzchni;
S1 - prawa krawedz powierzchni;

Tn - linia konicowa powierzchni;

Algorytm generowania powierzchni pradu sktada sie z nastepujacych krokow:
e wygeneruj linie pradu, na ktoérych bedzie oparta powierzchnia;

e sasiadujace linie pradu potacz w czworokaty, jezeli sa oddalone od siebie o odleglo$¢ wigksza

niz stata R to rozdziel powierzchnie;
e wyznacz kolor, jak dla linii pradu.
Dzigki tej technice otrzymamy caly profil przeptywu krwi, co spowoduje zaobserwowanie znacznie

wiekszej liczby szczegdtow. Ponizej znajduja sie przykladowe obrazy dla powierzchni pradu.
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Velooity [s]

Rysunek 17: Powierzchnia pradu dla tetniaka.

Velooity [s]

Rysunek 18: Powierzchnia pradu dla tetnicy podstawnej.

Szczegblnie dobrze to widaé na przyktadzie tetniaka naczynia mézgowego, dla ktérego dzieki
powierzchni pradu mozemy obserwowaé jak zlozony przeplyw ma miejsce wewnatrz naczynia.
Powyzsze wizualizacje majg na celu poméc lekarzom podczas operacji medycznych oraz wspomébc
diagnostyke choréb uktadu krwionosnego. Dzieki analizie pola predko$ci mozemy w przyblizeniu
stwierdzi¢ w jakiej czeSci naczynia bedzie odktadata sie blaszka miazdzycowa oraz gdzie moze

dojs¢ do wylewu.
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5 Algorytmy catkujace

Rozwiazywanie réwnan rézniczkowych stanowi niezwykle wazna cze$é nauk Scistych gdy po-
jawiaja sie wymagajace rozwigzania zmienne w czasie problemy natury dynamicznej, np. ruch
trzech ciat czy przeplyw ptynu. Istnieje wiele typéw réwnan rézniczkowych oraz sposobéw, dzigki
ktorym mozemy je rozwiazaé¢. Nie wszystkie typy mozna obliczy¢ analitycznie, problem stwarza
wiele réwnan nieliniowych. W takich przypadkach warto skorzystaé¢ z metod numerycznych,
dzieki ktérym obliczymy krok po kroku wartoéci funkcji w kolejnych punktach dziedziny tej

funkcji z zadanym krokiem catkowania.

Catkowanie numeryczne nalezy do metod przyblizonych rozwiazywania rownan rézniczkowych

typu v’ = f(x,y). W moim przypadku réwnanie, ktére chcemy rozwiazaé to:

d
d—; = v(r,t)
gdzie:

e v - predkodé,

e r - polozenie,

e t - czas,

Jest to zwyczajne rownanie rézniczkowe pierwszego rzedu. Mozemy rozwiazac je poprzez catkowanie
z krokiem h. Dla uproszczenia zapisu ponizsze wzory sg dla przypadku jednowymiarowego. Naj-

prostszym schematem jaki mozemy zastosowaé jest metoda Eulera:

Tpy1 = Tp + 00
gdzie:
e 1,1 - polozenie w kolejnym n+1 kroku,
e I, - polozenie w poprzednim n-tym kroku,
e v, - predkos¢ w poprzednim n-tym kroku,
e h - krok czasowy.

Zaleta tej metody jest to, ze jest bardzo prosta i szybka. Niestety btad w tej metodzie jest rzedu

h, dlatego stosujemy metody wyzszych rzedow.
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5.1 Metody Rungego—Kutty

5.1 Metody Rungego—Kutty

Metoda Eulera, oméwiona powyzej jest dos¢ tatwa w implementacji, niestety w praktyce wraz ze
wzrostem ilosci iteracji obserwujemy znaczny wzrost btedoéw numerycznych. Przyczyng takiego
zachowania jest to, iz zmiany wartoéci obliczanej funkcji rézniczkowanej zaleza jedynie od
wartosci pochodnej obliczonej na poczatku obliczen dla zmiennej. Skutkuje to koniecznoscia uzy-
cia niewielkiej wartosci kroku catkowania réwnania rézniczkowego, co powoduje znaczny przyrost
czasu obliczen. Aby rozwiazaé ten problem stworzono zbiér metod Rungego-Kutty. Podstawowa
réznica pomiedzy metoda Eulera i metodami RK polega na tym, ze oblicza sie pochodna réwniez
wewnatrz przedziatu zmiennej x, w ktérym rézniczkujemy funkcje. Im wyzszy stopien metody
Rungego-Kutty tym charakteryzuje si¢ ona wyzsza dokladnoscia w ktorych modyfikacji ulegaja

wzory na iterowanie kolejnych wartosci rézniczkowanych funkcji oraz wzory na wspotczynniki.

Metoda Rungego-Kutty drugiego rzedu jest uzywana w uktadach czasu rzeczywistego ze wzgledu
na swoja malg zlozonosé potaczona z wieksza doktadnoscia otrzymywanych przyblizen w poréw-

naniu z metoda Eulera.

e 2 rzedu:
1
Tpy1 = Tp + §(k31 + ko) (20)
k1 = v(tn, zn)h
1 1
k‘g = U(tn + Eh, Tn + 5k‘1)h
e 3 rzedu:
1
o1 = Tn+ o (k1 + 4ka + k) (21)
ki = U(tnayn)h
ko = v(tn + Sy 2n + ~k1)h
2 = Ulln ) y Ty 9 1
ks = ’U(tn + h,x, — k1 + 2k2)h
e 4 rzedu:

1
Tp4l = Tp + é(lﬁ + 2ky + 2k3 + ky) (22)

ki = U(tna yn)h

1 1
kQ = 'U(tn + §h, In + §k1)h

1 1
k‘g = U(tn + §h, Tn + 5k2)h

ks = v(ty + h,zy + k3)h
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5.2  Metody Adamsa—Bashfortha

Metoda Rungego-Kutty czwartego rzedu jest szczegdlnie przydatna w badaniach symu-
lacyjnych, ze wzgledu na duza dokladnosé. W ukladach czasu rzeczywistego jest ona
praktycznie nie uzywana ze wzgledu na swoja czasochtonnosé. Wymaga ona bowiem az

czterokrotnego okreslenia wartosci predkosci.

e 5 rzedu:
1
Tptl = Tp + %(7]{51 + 32ks + 12k4 + 32ks5 + 7k6) (23)
k1 = v(tn,yn)h
1 1
:ICQ = ’U(tn + Zh, Tn + Zkl)h
1 1
]€3 = U(tn + Zh, Ty + é(kl + kQ))h
1 1
k4 = ’U(tn + §h,xn + (_51432 + kg))h
3 3 9
= — - 1 -
ks = v(t, + 4h,;1:n + (16k + 16k:4))h
1
ke = v(tn + h,x, + ?(—3k1 + 2ko + 12k3 — 12k4 + 8ks5))h
W tych metodach btad jest proporcjonalny do A", gdzie r jest rzedem metody. Na przyktad
zmniejszajac h o jeden rzad dla r=4 blad zmaleje o cztery rzedy. Te metody daja dokladne
wyniki. Niestety w kazdym kroku musimy r razy liczy¢ predkosci, co powoduje wydtuzenie

obliczen i spowolnienie wizualizacji. Metody te sa zbyt wolne, by wykorzystywaé ja w czasie

rzeczywistym. Dokladniejsze rozwazania na temat tych metod mozna znalezé w [10].

5.2 Metody Adamsa—Bashfortha

Metody wielokrokowe sg starsze i bardziej popularne od metod Rungego-Kutty. Metody te
charakteryzuja sie prostota w tym sensie, ze nie wymagaja wielokrotnego obliczania pochodnej
w punktach posrednich, korzystaja wylacznie z wartoéci obliczonych w punktach, w ktérych
chcemy uzyskaé rozwigzanie. Jawne metody Adamsa wymagaja tylko jednego obliczenia pred-

ko$ci na krok. Mozemy wyrézni¢ dwa typy metod Adamsa:

e jawne metody Adamsa-Bashfortha,

e niejawne metody Adamsa-Moultona.

W mojej pracy uzywam jawnych metod Adamsa-Bashforta ze wzgledu na prostote ich uzy-
cia do generowania wizualizacji. Na przyklad metody Adamsa-Moultona, ktére sa metodami
niejawnymi nie nadajg sie do generowania czastek, poniewaz w tym zagadnieniu chcemy znaé
potozenia w kolejnych krokach czasowych. Klasyczne metody Adamsa polegaja na iteracyjnym

znajdowaniu kolejnych wartosci funkcji wedtug schematéw:
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e 2 rzedu:
3 1
Tpyo = Tpil + h (QU(thrl, xn+1) - E’U(tTH xn)) (24)
e 3 rzedu:
23 4 5
Tpni3 = Tpy2 +h Ev(tn+27$n+2) - gv(tnﬂvxnﬂ) + Ev(tmﬂ?n) (25)
e 4 rzedu:
55 59 37 3
Tptd = Tpt3 +h ﬂv(ﬂws, Tpi3) — ﬂv(tn+2amn+2) + ﬂv(tmrl,i’nﬂ) - gv(tn,fﬂn)
(26)
e 5 rzedu:
Tpts = Tpta + h (19011)(t Tptd) — 13871}(1‘, x ))
n+5 — 4n+4+4 720 n+4,4Ln+4 360 n+3, 4n+3
109 637 251
+h <3O'U(tn+2a xn+2) - %U(thrla-anrl) + %U(tm xn)) (27)

Metody te posiadaja troche mniejsza dokladnosé niz Rungego—Kutty. Zaleta ich jest mozliwos¢
jednorazowego liczenia predkosci w kazdym kroku czasowym, gdyz wczesniejsze wartosci pred-
koéci sa zapamietywane w tablicy. Dzieki tak wybranym warunkom algorytm wykonuje sie w
podobnym czasie, jak metoda Eulera. Jest to najlepsza metoda dla tego typu probleméw, gdyz
zalezy nam na krétkim czasie trwania oraz dokladnosci obliczen. Dokladniejszy opis mozna
znalezé w [11].

Test poprawnosci zaimplementowanych metod mozna znalezé w dodatkach.
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6 Algorytmy interpolujace

W symulowaniu przeplywu rozwiazujemy uktad réwnan rézniczkowych w Srodkach komorek
tetraedrycznych. Jasniej méwiac, checac znaé wartosé predkoéci w dowolnym punkcie przestrzeni
(co jest potrzebne do generowania trajektorii czastek) musimy stosowaé interpolacje. Nalezy
pamietaé, ze rozwigzane rownania na przykilad rownanie cigglosci jest spelnione w sposob
catkowy dla kazdej komérki. Jest to wazne gdy rozwazamy plyn niedcisliwy, poniewaz aby
zachowaé te wlasno$é musimy metode interpolacji wybraé¢ zgodna z sposobem dyskretyzacji.
Alternatywnym podejéciem jest interpolowanie wartosci z $rodkéw komoérek do wierzcholkéw
siatki. Nastepnie przeprowadzanie obliczenn na nowych wartosciach. W ten sposéb na samym
poczatku popelniamy pewien blad, ale zyskujemy wieksza swobode w operacji na danych,
poniewaz wystarczy, ze przechowujemy tylko wierzchotki i wartosci, a nie musimy pamieta¢ jak
sa zbudowane poszczegdlne komoérki. W tej pracy rozwazam dwa sposoby wyznaczenia wartos$é

pola w dowolnym punkcie rg.

6.1 Wybdr predkosci wprost z siatki obliczeniowej

W tym podejsciu szukamy do ktorej komorki nalezy punkt rg. Algorytm znajdujacy indeks
komorki do ktérej nalezy dowolny punkt mozna zaimplementowaé¢ w oparciu o strukture octree.
W tej pracy wykorzystalem implementacje napisana przez Marcina Krotkiewskiego, w ramach
biblioteki mutils [I7]. Interpolowanym wynikiem jest wartos¢ w srodku komoérki. Problemem
wystepuacym w tym sposobie sa punkty, ktore znajduja sie blisko Scianek, poniewaz w tym
przypadku taki wybor jest malo dokladny. Zaleta tej metody jest to, ze warto$é¢ interpolacji
otrzymujemy bezposrednio z wyniku symulacji komputerowej, a nie bazujac na wartosciach w

wierzcholkach siatki.

6.2 Interpolowanie z otoczenia wezla

Algorytm ten opiera sie strukturze danych kd-tree [22], ktéra umozliwia znalezienie wszystkich
wierzchotkéw w odleglosci nie wiekszej niz R od rg. Oznacza to, ze tworzymy kule o promieniu
R i wewnatrz niej szukamy wierzchotkéw. Nastepnie interpolujemy wartoéci pola z weztéw do
ro. W ramach tej pracy zbadano sposob interpolacji jak r% Na koniec wystarczy znormalizowaé
otrzymang wartos¢ poprzez policzenie Sredniej wazonej z otrzymanych wynikéw. Problemem w
tym podejsciu jest dobér promienia R. Dla duzej wartosci bedziemy usrednia¢ pole, co zmienia w
istotny sposob otrzymane rozwigzanie. Z kolei dla matych wartosci mozemy nie znalezé zadnego
wierzchotka. W tej pracy przyjeto R=2a, gdzie a oznacza $rednia dlugosé krawedzi komorki.

Promien ten zostat dobrany empirycznie. Metoda ta daje dokladniejsze wyniki dla punktéw
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6.3 Interpolowanie wzdtuz linii

znajdujacych sie przy brzegach $cianek, gdyz usrednia wartosci z sasiednich komérek, ale przez
to otrzymane pole predkoéci nie spelnia réwnania ciaglosci, co moze byé¢ przyczyng bledéw

podczas obliczania wielkosci fizycznych zaleznych od pola predkosci.

6.3 Interpolowanie wzdtuz linii

Poprawno$é¢ zaimplementowanych metod mozna sprawdzi¢ poprzez poréwnanie z wynikami teo-
retycznymi dla prostych przypadkéw. Dla cylindra cisnienie w kierunku przeptywu zmienia sie
w sposOb liniowy, za$§ w kierunku prostopadlym jest stale. Predko$¢ w kierunku przeptywu

nie zmienia sie, z kolei w kierunku prostopadlym zmienia sie jak —xz?

. 7 miejscami zerowymi
na Sciankach i maksimum w Srodku. W celu wyznaczenia kierunku mozna narysowacé linie.
Nastepnie wystarczy dla kazdego punktu linii interpolowaé¢ warto$é¢ i poréwnaé z wynikiem
teoretycznym. W ten sposdb mozna sprawdzi¢ poprawnos$é¢ interpolacji i sporzadzi¢ wykresy.

Metoda ta jest dobrym sposobem na poréwnanie dwoch metod interpolacji stosowanych w tej

pracy.
6.4 Poréwnanie metod interpolujacych
W celu poréwnania metod interpolacji mozna przeprowadzi¢ nastepujacy test:

e narysowad linie w taki sposéb, aby wiedzie¢ jak bedzie zmienialo sie pole,

e wyznaczy¢ kolejne punkty linii,

e przeprowadzi¢ interpolacje w tych punktach,

e porownac otrzymane wyniki dla dwoch roznych interpolacji z wynikiem teoretycznym.

W ramach tej pracy przeprowadzilem powyzszy test dla cylindra.

Na ponizszych obrazach widzimy wizualizacje cylindra z narysowanymi liniami wzdtuz, ktérych
bedziemy przeprowadzac interpolacje. Ciénienie powinno by¢ stalte a predko$é powinna zmieniaé
sie jak —22. Na wykresie interpolacji predkosci nie widaé¢ duzej réznicy pomiedzy dwoma
badanymi metodami. Jedynym obszarem w ktérym mozna zaobserwowaé¢ odchylenia sa konce
przedzialéow. Sa to miejsca przy brzegach siatki. kd-tree dla tych punktéw zwraca wartodci wiek-
sze od zera. Wynika to z faktu, iz w tym algorytmie budujemy kule, wiec zawsze obejmiemy nia
kilka punktéw, ktére leza wewnatrz naczynia. Jest to cecha, ktéra w negatywny sposéb wplywa

na generowanie na przyklad czastek, poniewaz moze sie zdarzy¢, ze przez to czastka wypad-

nie poza naczynie, co jest oczywiscie btedem numerycznym. Wykres dla ci$nienia jest jeszcze
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6.4 Poréwnanie metod interpolujacych

ciekawszy, poniewaz teoretycznie kd-tree w lepszy sposéb oddaje spodziewany rezultat jakim
jest linia prosta. Warto zauwazy¢, iz dla tego przypadku cisnienie byto przeskalowane pomiedzy
0-6.5 Pa, dlatego zakres zmiennoéci na poziomie 0.2 Pa dla octree mozna uznaé¢ za nieistotny
wynikajacy z nieréwnomiernego roztozenia komoérek. W ten sposéb mozemy zaobserwowaé jak
duzych usrednienn dokonujemy stosujac metode budowania kuli. W skrajnym przypadku, jezeli
w jednej komorce bedziemy mieli wartosé 1, a w komoérkach na okoto 0, to stosujac kd-tree
otrzymamy pole zanikajace w sposéb ciagly, co dla tego modelowego przypadku jest bardzo

duzym bledem.

Rysunek 19: Profil ci$nienia dla cylindra, kamera wewnatrz obiektu.

Rysunek 20: Profil predkosci dla cylindra, kamera wewnatrz obiektu.
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Rysunek 21: Wykres ci$nienia dla interpolacji wzdtuz linii.
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7 Test metod interpolacji i catkowania

W tym rozdziale przedstawie skutecznosé zaimplementowanych metod interpolacyjnych i catku-
jacych. Test polega na wyliczeniu linii pradu zaczynajacej sie z wlotu naczynia. Sukcesem
nazwiemy moment, gdy linia przetnie powierzchnie wylotu naczynia, co w konsekwencji sprowadza
sie to do prostego warunku, czy prosta przechodzi przez powierzchnie. Porazke obserwujemy z
kolei wtedy, gdy linia przetnie Scianke naczynia. W tescie generuje 100 linii, wartos¢ na osi y
na wykresach oznacza ilos¢ linii, ktore skonczyty sie sukcesem. Testy, ktore wykonalem w pracy

magisterskiej dotyczyly trzech przypadkéw dla ktorych kroki czasowe h wynosity odpowiednio:
e aorty podstawnej h = 0.0140,
e naczynia wienicowego h = 0.0354,
e tetniaka naczynia moézgowego h = 0.0158.

Krok czasowy zostat obliczony z rownania:

maxVel

gdzie:
® Tmin - dlugos$é najkrotszej krawedzi.
e maxVel - predko$¢ maksymalna dla symulacji.

W ten spos6b jesteSmy pewni, ze dla naszego schematu catkujacego jest spelniony warunek
Couranta-Friedrichsa-Lewy’ego moéwiacy, ze w jednym kroku catkowania nie mozemy pokonaé

wiecej niz jedna komoérke.

7.1 Metoda kdtree

Metoda Eulera jest szczegdlnym przypadkiem zaréwno metod Rungego Kutty, jak i metody
Adamsa Bashfortha. Dlatego pierwszy punkt na wykresach jest zawsze taki sam. 7 wykreséow
widaé, ze cigzko stwierdzié¢, ktore metody sa lepsze do catkowania. Obydwie grupy metod AB
i RK daja bardzo dobre i porownywalne rezultaty. Widaé¢ natomiast, ze najbardziej oplaca
stosowac sie metody od trzeciego rzedu, poniewaz daja lepsze rezultaty. Wyjatkiem jest przy-
padek naczynia wiericowego gdzie metoda Eulera miata skutecznosé 97 co jest §wietnym wynikiem.
W pozostalych przypadkach metody nizszych rzedéw stabiej sobie radza z catkowaniem pola
predkosci. Z kolei metody wyzszych rzedéw staja sie mocno nielokalne i moga wprowadzac

zaburzenie do otrzymanego przez nas rozwigzania, dlatego optymalne sa metody drugiego i
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trzeciego rzedu, poniewaz maja dobra skuteczno$é, a nie sa tak ztozone jak wyzszych rzedéw.

Metody AB sg duzo szybsze niz metody RK, a dla tych przypadkéw nie ma réznic w doktadnosci

otrzymanych rozwiazan, dlatego powinnismy stosowaé¢ metody AB.

skutecznosé

Rysunek 23: Wykres
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Rysunek 24: Wykres skutecznoéci metod catkowania dla naczynia wiencowego.
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Rysunek 25: Wykres skutecznosci metod catkowania dla tetniaka naczynia moézgowego.
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7.2 DMetoda octree

7.2 Metoda octree

W aorcie podstawnej mamy przeptyw z trudnym momentem do catkowania gdy czastki odbijaja
sie od podstawy naczynia. Ze wzgledu na to metody nizszych rzedow dla kd-tree gdzie interpo-
lacja przy sciankach daje do$¢ duze wartosci predkosci nie radzity sobie z tym przypadkiem. Dla
octree, gdzie interpolacja przy brzegu naczynia jest duzo dokladniejsza mozemy zaobserwowaé
znacznie lepsze rozwiazania. Istotnym rezultatem jest to, ze nawet metoda Eulera daje bardzo

dobre rozwiazanie.

W naczyniach wiencowych w czasie przeplywu wystepuje zjawisko cofania ptynu. Skutkuje
to powstawaniem drobnych lokalnych wiréw. Ciekawe jest to, ze w metodzie octree interpolacji
czastki sa duzo dtuzej uwiezione w wirze. Skutkuje to niewiele gorszym wynikiem skutecznosci
niz dla poprzedniej metody. Interesujace jest réwniez to, ze nie obserwujemy istotnych réznic
pomiedzy wyborem metody catkowania a doktadnoécia procedury. Jest to spowodowane tym,
ze pole predkosci jakie otrzymujemy z interpolacji jest duzo lepszej jakosci i wybér schematu

catkujacego ma mniejsze znaczenie.

Dla tetniaka naczynia mézgowego jezeli popatrzymy na skuteczno$é catkowania to mozemy za-
obserwowa¢ prawdziwg katastrofe. Maksymalny wynik wynosi tylko 61, co jest bardzo stabym
rezultatem. Na szczeScie jest to pozornie zty wynik wynikajacy z skonstruowania testu, ktéry
zaklada, ze linia pradu musi przej$¢ przez wylot naczynia. Dla tetniaka naczynia mdzgowego,
w tylnej cze$ci worka, istnieje olbrzymi wir. Dla tego przypadku porazka w tescie wynika z
faktu, ze czastki spedzaja bardzo duzo czasu w wirze, a test numeryczny jest ograniczony przez
12000 tysiecy krokow. Skutkuje to tym, ze czastki nie zdazaja dotrze¢ do wylotu. Wedtug
mnie jest to ciekawym wynikiem, poniewaz pokazuje jak waznym zagadnieniem jest dobér
metody interpolacji. Dla metody kd-tree nie obserwujemy tego zjawiska.  Podsumowujac,
Najbardziej optymalnym wyborem algorytmu calkujacego jest metoda trzeciego rzedu AB,
poniewaz daje dobra dokltadnos$é otrzymywanych wynikéw, jest w miare lokalna, oraz wymaga
matego nakladu obliczen. Do interpolacji powinnisémy stosowaé¢ schemat zgodny z dyskretyza-
cja przeprowadzang podczas rozwigzywania rownan dynamiki ptynu. Wynika to, z faktu, ze w
przeciwnym wypadku mozemy otrzymaé przepltyw dla ktérego nie bedzie spetniona niescisliwosé
przeplywu oraz mozemy wprowadza¢ bledy na przyktad przy brzegach naczynia, pomimo tych
niedociggnieé¢ algorytm bazujacy na budowaniu kuli daje dobre wyniki. Nalezy jednak pamietad,
ze w tym przypadku istotne staje sie stosowanie metod wyzszych rzedéw do catkowania pola

predkosci.
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Rysunek 27: Wykres skutecznoéci metod catkowania dla naczynia wiencowego.

slutecznodd

62

61

60

59

58

57

56

58

54

AB ——
RK ———

3
rzad metody

Rysunek 28: Wykres skutecznosci metod catkowania dla tetniaka naczynia mézgowego.
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8 Whnioski

Gléwnym zadaniem mojej pracy magisterskiej byto opracowanie modelu wizualizacji przepltyw
krwi przez naczynia krwionosne do aplikacji Virtus. W pierwszej kolejnosci oméwitem teorety-
czne aspekty dynamiki ptynu w podejéciu zaproponowanym przez Eulera i Lagrange. Nastepnie
omoéwitem réwnania Naviera-Stokesa i ich podstawy fizyczne w celu ustalenia rodzaju rozwiazy-
wanego przeptywu. W dalszej czesci przedstawilem metode objetosci skoniczonej tacznie z
zastosowanym sposobem dyskretyzacji, dzieki ktérym zaprezentowaltem w jaki sposéb otrzy-
muje wartosci pola predkosci w okreslonych punktach. W kolejnym rozdziale opisalem kilka
wybranych algorytméw oswietlenia i ich zastosowanie do generowania wizualizacji badanych
naczyn krwionosnych i obiektéw stuzacych do przedstawiania pola predkosci. Pokazalem, ze
w celu uzyskania realistycznych wizualizacji powinnidémy stosowaé¢ model Phonga. Nastepnie
zaprezentowalem wizualizacje réznych wielkosci fizycznych tj: ciSnienia, predkosci, naprezenia
powierzchniowego i LDL dla wybranych naczyn krwiono$nych, aby méc przeanalizowaé badany
przepltyw ptynu. W dalszych rozdziatlach oméwilem metody rozwiazywania zwykltych réwnan
rézniczkowych algorytmami Adamsa-Bashforda i Rungego-Kutty. Wyjasnitem, dlaczego powin-
nidmy stosowa¢ metody jawne. Przedstawilem algorytmy do 5-tego rzedu oraz przetestowatem
ich poprawnos¢ i zbiezno$é na modelowym przyktadzie. Wykazatem, ze metody RK sg doktad-
niejsze dla modelowego zagadnienia, ale wymagajg wiekszej iloci obliczen niz metody AB. Przed-
stawilem zagadnienie interpolacji i poréwnalem dwa rézne algorytmy wyznaczania wartosci pola
w dowolnym punkcie przestrzeni z wynikiem teoretycznym, pierwszy zgodny z dyskretyzacja row-
nan rozniczkowych, co oznacza, ze zachowuje, np. nieécisliwos¢ ptynu, natomiast drugi oparty
na weztach siatki bazujacy na algorytmie budowania kuli. Wykazatem, Zze metoda zgodna z
dyskretyzacja daje lepsze wyniki, ale wymaga przechowywania wigkszej iloSci danych. Nastep-
nie przeprowadzilem obszerny test sprawdzajacy jako$¢ generowanych wizualizacji w zaleznosci
od wybranego algorytmu catkujacego i metody interpolacji. Obydwie metody catkowania daty
podobne rezultaty. Istnieje jednak znaczaca réznica pomiedzy metodami nizszych rzedéw, a
wyzszych szczegdlnie dla interpolacji wewnatrz kuli, gdzie otrzymujemy troche gorszej jakosci
pole predkosci. Metody AB sg tyle razy szybsze od metod RK ile wynosi rzad metody, mozna
to wyttumaczy¢ tym, iz najwiecej czasu w tych algorytmach zajmuje interpolacja, ze wzgledu
na duze rozmiary siatki. W AB interpolujemy zawsze jeden raz na kazdy krok, zas w RK tyle
razy ile wynosi rzad metody, stad powyzsza réznica w zlozonosci tych algorytmoéw. Dlatego
w tym zagadnieniu powinnismy stosowa¢ metody AB. Najlepszym wyborem jest metoda trze-
ciego rzedu, poniewaz jest znacznie doktadniejsza od metod nizszego rzedu, ale nie uérednia

jeszcze w znacznym stopniu pola predkosci. Metody czwartego rzedu i wyzszych sa mocno

44



i\ Uniwersytet
%\ [@ Wroctawski

nielokalne przez co w istotny sposéb wprowadzaja zmiany w otrzymanym rozwigzaniu. Kolejny
test dotyczyl metod interpolacji. Metoda zgodna z dyskretyzacja daje lepsze wyniki, a takze
jest bardziej poprawna z fizycznego punktu widzenia, gdyz spelnia réwnanie cigglosci. Wada
tej metody jest wymodg pamietania ztozonych struktur o budowie komérek oraz o sasiedztwie.
Metoda interpolacji wewnatrz kuli jest doktadniejsza przy Sciankach komorek elementarnych, ni-
estety nie zachowuje niescidliwosci ptynu oraz moze nie znalezé punktu wewnatrz siatki przez co
daje gorsze wyniki, ale wymaga duzo prostszych algorytméw i struktur. Zalecam uzywaé¢ metody

zgodnej z dyskretyzacja, poniewaz generuje doktadne wyniki oraz zachowuje nieécisliwos¢ ptynu.

Podsumowujac generowanie algorytméw do wizualizacji pola predkosci jest bardzo ztozonym i
skomplikowanym procesem. Wymaga znajomo$ci metody uzytej do rozwiazanie réwnan przeptywu.
Nastepnie zaprojektowanie calej sceny z modelem os$wietlenia i pracg kamery. Kolejnym waznym
etapem jest wybdér metody catkowania, ktéra wplywa na jako$é i czas generowanych wizualiza-
cji. W mojej opinii metody AB 3-rzedu ze wzgledu na optymalny czas generowania i jako$¢
otrzymanych wynikéw sg doskonalym narzedziem do przeprowadzenia procedury calkowania
pola predkosci w czasie. Dobierajac metode stosowana do interpolacji decyduje sie na uzycie
réznych struktur danych umozliwiajacych szybkie wykonanie wymaganych krokéw algorytméw.
Po przeprowadzeniu wnikliwej analizy moge stwierdzié, iz najwazniejszym elementem przy inter-
polacji jest zachowanie zgodnoéci z dyskretyzacja zastosowang podczas rozwiazywania réwnan
rézniczkowych, poniewaz w przeciwnym wypadku mozemy zaobserwowad niefizyczne efekty takie
jak zmiana masy ukladu. Reasumujac powinnismy zadbaé¢ o to, aby wyniki naszej interpolacji

spelnialy réwnania dynamiki ptynu, ktére rozwiazujemy.
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Dodatki

A Zewnetrzne oprogramowanie

W tym rozdziale opisze uzywane zewnetrzne oprogramowanie oraz podam linki do stron. Jezeli
ktos jest zainteresowany wieksza iloscia informacji oraz przyktadami zachecam do zapoznania

sie z oficjalng dokumentacjg.

A.1 Virtus

Jest to produkt firmy Vratis. Jest to wtyczka do przegladarki dzialajaca na zasadzie klient-server
w chmurze, pozwalajaca na pobieranie obrazéw medycznych z serwera. Nastepnie umozliwiajace
generowanie i zapisywanie siatek powierzchniowych w formacie stl. Virtus daje mozliwos¢ zle-
cania zadan na klastrze obliczeniowym firmy Vratis. Obecnie daje mozliwosé liczenia prostych
filtréw na obrazach takich jak dyfuzja. Dodatkowo daje mozliwosé uruchomienia netgena i
snapyHexMesh po stronie serwera i pobierania siatek wolumetrycznych. Nastepnie umozliwia
zadanie warunkéw brzegowych i poczatkowych, oraz wykonanie symulacji przeptywu krwi na
serwerze. Ostatni modul tego oprogramowania umozliwia wizualizacje pdl skalarnych i wek-
torowych dla naczyn krwionosnych. Zostaly w nim zaimplementowane metody opisane w tej
pracy. Mozna pobraé¢ bezplatng wersje demo ze strony:

www.virtus.vratis.com

Filmiki z oprogramowania mozna obejrze¢ na portalu youtube:

https://www.youtube.com/playlist?list=PLPPKZAixphkqaZTbide-A6ajqTNgCsSyu

A.2 Speedlt Flow

Jest to biblioteka numeryczna do rozwigzywania réwnan przeplywu na kartach graficznych
rozwijana przez firme Vratis. Biblioteka zostata zaimplementowana z uzyciem technologii Cuda i
OpenCL, dlatego umozliwia wykonywanie obliczen zar6wno na kartach Nvidia i AMD. Testowaé
ta biblioteke mozna poprzez wtyczke Virtus, ktéra umozliwia uruchamianie symulacji.

Link do strony www.vratis.com

A.3 OpenFoam

Jest to obszerny pakiet programistyczny umozliwiajacy rozwiazywanie réwnan rézniczkowych

metoda objetodci skoniczonej. Jednym z zastosowan jest liczenie symulacji przepltywu. Do-
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A.4 Netgen

datkowo umozliwia generowanie siatek wolumetrycznych programem snapyHexMesh. Dla zain-
teresowanych polecam przerobienie tutoriali, ktére mozna znalezé na stronie:

www.openfoam.com

A.4 Netgen

Program do generowania siatek wolumetrycznych z powierzchniowych. Wspiera duza ilosé for-
matow. Dodatkowo zawiera przyjazny dla uzytkownika interfejs graficzny. Duza zaleta jest

mozliwo$¢ pobrania kodéw zrédtowych.

B Struktura katalogéw OpenFoam

Przypadek do symulacji w pakiecie OpenFoam sktada sie z drzewa katalogéw. W katalogu
gléwnym (./) znajduja sie katalogi z kolejnymi chwilami czasowymi, siatka i plikami kontrol-
nymi do metody objetosci skoriczonej. W katalogu ./0 wpisujemy warunki poczatkowe, brzegowe
do plikéw p i U. W ./system znajduja sie pliki: fvSchemes i fvSolution w ktérych wpisujemy
z jakich schematow objetosci skonczonej chcemy korzysta¢. Dodatkowym plikiem jest control-
Dict w ktorym znajduja sie miedzy innymi informacje na temat symulacji tj. wielko$é¢ kroku
czasowego i ilo§¢ krokéw symulacji. Kolejnym katalogiem jest ./constant/polyMesh w ktérym
przechowujemy pliki z zapisang siatka w formacie OpenFoam. Dla tak przygotowanego przy-
padku w katalogu gléwnym mozemy uzyé¢ jednego z solveréw do rozwigzania réwnan przeptywu

wpisujac w terminalu na przyktad ico.

C Implementacja Modeli o§wietlenia

Modele o$wietlenia zostaty zaimplementowane z uzyciem biblioteki OpenGL. Jest to niskopoziomowa

biblioteka napisana w jezyku C. Udostepnia one mozliwos¢ definiowania sktadowych swiatta oraz
wlasnosci materialow. Ponizej znajduje sie funkcja okredlajaca parametry do wizualizacji. Oz-

naczenia w kodzie takie same jak w opisach dotyczacych modeli $wiatta.

void MyWindow : : DemoLight (void)

{
glEnable (GL_LIGHTING) ;
glEnable (GL_LIGHTO) ;
glEnable (GL_NORMALIZE) ;

// Parametry modelu oswietlenia

//
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// Natezenia swiatla

GLfloat Ia[] = {0.5f, 0.5f, 0.5f, 1.0f};
GLfloat 1d[] = {0.5f, 0.5f, 0.5f, 1.0f};
GLfloat Is[] {0.1f, 0.1f, 0.1f, 1.0f};

glLightfv (GL_LIGHTO, GL AMBIENT, Ia);
glLightfv (GL_LIGHTO, GL DIFFUSE, 1d);
glLightfv (GL_LIGHTO, GL SPECULAR, Is);

//

// Stale materialu:

GLfloat material Ka[] = {0.2f, 0.2f, 0.2f, 1.0f};
GLfloat material _Kd[] = {0.5f, 0.5f, 0.5f, 0.5f};
GLfloat material Ks[] = {0.1f, 0.1f, 0.1f, 1.0f};

glMaterialfv (GL_FRONT AND BACK, GL_AMBIENT, material_Ka);
glMaterialfv (GL_FRONT_AND_BACK, GL_DIFFUSE, material_Kd);
glMaterialfv (GL_FRONT AND_ BACK, GL_SPECULAR, material_Ks);

Listing 1: DemoLight

Obliczanie wartoéci pixela na podstawie koloru i natezenia $wiatta w danym punkcie mozna

zostawi¢ OpenGL wlaczajac tylko odpowiednie flagi:

void initGL ()

{

// Wlaczenie swiatla

glEnable (GL_LIGHTING) ;

//Okreslenie z ktrorego swiatla chcemy korzystac

glEnable (GL_LIGHTO) ;

//wlaczamy uzycie wektorow normalnych

glEnable (GL_NORMALIZE) ;

//definiujemy swiatlo dla sceny

glLightfv (GL_LIGHTO, GL_POSITION, m_Camera.lightPosition );
}

Listing 2: InitGL

Bardziej zaawansowana metoda jest zrobienie tego recznie z wykorzystaniem jezyka GL Shader

Language (GLSL). Jest to jezyk umozliwiajacy bezposrednie programowanie potoku graficznego.
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Dziala na podobnej zasadzie jak technologia CUDA| i OpenCL. Zaleta GLSL jest to, ze jest
wspierany przez wszystkie uktady graficzne. Oznacza to, ze mozemy go uruchomié¢ na dowol-
nym urzadzeniu wspierajace standard OpenGL. W celu obliczenia koloru dla pixela musimy

zdefiniowaé dwa pliki:
e vertexshader - plik zawiera definicje potozen wierzchotkéw,

e fragmentshader - w tym pliku definiujemy w jaki sposéb obliczaé¢ kolor dla poszczegdlnych

wierzchotkdéw.

Ponizej znajduja sie przyktadowe kody.

//wektor normalny

varying vec3 N;

//wektor polozenia wierzcholka
varying vec3d v;

varying vec4d fcolor;

void main(void)

{

//przypisanie wartosc

v = vec3(gl_ModelViewMatrix * gl_Vertex);

N = normalize (gl_NormalMatrix % gl_Normal);
//okreslenie pozycji na scenie

gl_Position = gl _ModelViewProjectionMatrix * gl Vertex;
//przekazanie koloru

fcolor = gl_Color;

Listing 3: vertexshader

varying vec3 N;
varying vec3 v;

varying vecd fcolor;

void main (void)

{
//okreslenie kierunkow
vecd L = normalize(gl LightSource [0]. position.xyz — v);
vec3 E = normalize(—v);

vecd3 R = normalize(—reflect (L,N));
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//oblicznie skladowej swiatla otoczenia:

vecd Tamb = gl FrontLightProduct [0].ambient;

//obliczenie skladowej swiatla rozproszonego:

vecd Idiff = gl_FrontLightProduct[0]. diffuse % max(dot(N,L), 0.0);
// oblicznie skladowej swiatla rozblysku
vecd Ispec = gl FrontLightProduct [0]. specular
x pow(max(dot (R,E) ,0.0) ,0.3xgl_FrontMaterial.shininess);

// obliczenie calkowitego koloru

gl _FragColor = (gl_FrontLightModelProduct.sceneColor + Idiff + Ispec + Iamb)x

fcolor;

Listing 4: InitGL

wss by

(a) (b)

Rysunek 29: poréwnanie sposobéw generowania obrazu a) GLSL b) zwykly OpenGl.

Obrazek wygenerowany przy uzyciu GLSL posiada odrobine glebsze cienie. Jest to spowodowane
tym, iz programujac shadery doktadnie okreslamy w jaki sposéb maja by¢ przetwarzane kolejne
prymitywy. Warto, zauwazy¢, ze domysle parametry ustalone przez OpenGL daja w tym przy-
padku tylko odrobing gorsze rezulaty. Do wizualizacji naczyn krwiono$nych mozemy z dobrym

rezultatem stosowaé obydwie techniki.
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D Test poprawnosci metod do Ode

Poprawno$¢ algorytméw catkujacych mozna sprawdzi¢ poprzez pordéwnanie rozwiazania anal-

itycznego z numerycznym. Zaltézmy, iz chcemy rozwigzaé¢ nastepujace réwnanie rézniczkowe:

dx 1
— t) = — 2
dt v(@,?) tx (29)

z warunkiem poczatkowym x(1)=1, oraz x,t ¢ R4

e Metoda analityczna:

zapiszmy rownanie po rozdzieleniu zmiennych:

rdr = % (30)
dt
/:Udac =5 (31)
2
% = In(t) + C (32)

C - stata catkowania, po uporzadkowaniu wyrazéw:

z(t) = 4/2In(t) + C (33)
v/ 20n(

poniewaz x(1)=1 => C=1, wiec
x(t) =4/2ln(t) + 1 (34)

W ten sposéb otrzymalismy warto$¢ funkcji x dla dowolnego t. Na przyklad dla t=6 x(6)

= 2.140915 i jest to wynik referencyjny do testu numerycznego.

e Metoda numeryczna:
oméwione schematy numeryczne bazuja na wyznaczaniu wartoéci funkcji x w kolejnych
punktach t;. Oznacza to, ze musimy przeprowadzi¢ dyskretyzacje czasu, najproéciej zrobic
to tworzac wektor ¢t = [t1, o, ..., t,], gdzie t; jest to czas poczatkowy, a t, czas koncowy,
dla tego przypadku wynosza one odpowiednio 1,6. Nastepnie wystarczy policzyé¢ kojne x;,

T, jest wynikiem numerycznym.

Btad wyniku numerycznego mozna policzy¢ z réwnania

x(ty) — xn|
z(tn)

Nastepnie wyznaczamy zaleznosci ¢ od liczby krokéw - N, lub dt. Zwigkszajac N zmniejszamy

6= | (35)

dt czyli powinniSmy otrzymaé¢ dokltadniejsze rozwigzanie. Ponizej znajduja sie wykresy w skali
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podwdéjnie logarytmicznej przedstawiajace zalezno$é¢ btedu wzglednego od liczby krokéw dla
poszczegblnych metod. Dla przyktadu N = 2 oznacza 100 krokéw, a ERROR = -2 oznacza § =

0.01. Rzad metody mozna przyblizy¢ wspoélczynnikiem kierunkowym narysowanych prostych.

Pt 4444
% 2t

ERROR
;///z::;f;
ERROR

*  Euler *
* RKz 8 -
12k * RK3 +
* RK4 9 + B4 iy
* RKS * ABS
14 Il Il Il Il 1 Il 710 1 1 Il 1 Il 1 Il Il
1.4 1.6 18 2 2.2 2.4 14 16 18 2 22 24 26 28 3
N N
(a) poréwnanie metod Rungego-Kutty (b) poréwnanie metod Adamsa-Bashforda

Wspotezynniki kierunkowe prostych: Euler, -1.0057; RK2, -2.0057; RK3, -2.9979; RK4, -4.0212;
RKS5, -5.0478; AB2, -1.9942; AB3, -2.9639; AB4,-3.9109; AB5, -4.835;

Widzimy, ze metody Rungego-Kutty sa dokladniejsze i szybciej zbiezne niz odpowiadajace im
metody Adamsa-Bashforda. Przeprowadzajac powyzszy test warto pamietaé¢ o tym, ze metody
AB nie sg samo startujace. W takim przypadku potrzebujemy innymi algorytmami obliczy¢
punkty startowe do tych metod. Najlepszym rozwigzaniem jest uzycie do tego metod RK o

takim samym rzedzie, gdyz dzieki temu zachowamy odpowiednia zbieznos$¢ algorytmu.

E Wizualizacja

Dodatkowe obrazy dotyczace wizualizacji naczyn krwionosnych i przeptywu.
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WSS [Fa
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0.00061

0.00041

0.0002

lI

Rysunek 30: Profil WSS dla tetniaka naczynia moézgowego.

LDL [%]

Rysunek 31: Profil LDL dla tetniaka naczynia mdzgowego.

95



Uniwersytet
Wroctawski

Fressure [Fa]
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Rysunek 32: Profil ci$nienia dla tetnicy podstawnej.

WSS [Pa)

0.00088

Rysunek 33: Profil WSS dla tetnicy podstawne;j.
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Rysunek 34: Profil LDL dla tetnicy podstawne;j.
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Rysunek 35: Profil ci$nienia dla naczynia wiencowego.
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WSS [Fa

Rysunek 36: Profil WSS dla naczynia wiencowego.

LDL [%]

Rysunek 37: Profil LDL dla aorty brzuszne;j.
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Velocity 5]

Rysunek 38: Czastki dla naczynia wiericowego.

velocity [m/s]

| 0.00033

Rysunek 39: Linie pradu dla naczynia wienicowego.
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Velocity /3]

Rysunek 40: Powierzchnia pradu dla naczynia wiencowego.
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