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Streszczenie

Geometrie fraktalne odgrywaja duza role w nauce i technice, ze wzgledu na swoje
cechy strukturalne. Niniejsza praca ma na celu zbada¢, w jaki sposob zachowuja sie
plyny w takich strukturach i okresli¢ wptyw geometrii na rozktad pola predkosci cieczy.
Dotychczasowe badania poswiecone przeptywom ukazaly wiele wzajemnie sprzecznych
hipotez dotyczacych zaleznosci pomiedzy geometrig uktadu, a rozkladem predkosci. W
jednej z prac przedstawione zostato kryterium, zgodnie z ktérym w uktadach losowych
rozklad predkosci mozna opisaé za pomoca rozktadu potegowo-wykltadniczego (Phys.
Rev. E 93, 013110 (2016)). W mojej pracy magisterskiej szukam podobnej zaleznosci,
ale w ukltadach fraktalnych.

W pierwszym rozdziale przedstawiam charakterystyke modelu przeptywu ptynu
- gazu sieciowego Boltzmanna. Nastepnie, w rozdziale drugim, opisuje stan wiedzy
na temat funkcji rozktadu predkosci w osrodkach porowatych oraz relacjonuje wyniki
dotyczace zgodnosci rozktadu predkosci z funkcja potegowo-wyktadnicza w uktadach
losowych. Kolejny rozdzial po$wiecitam geometrii dywanu Sierpinskiego i wlasnej sy-
mulacji przeprowadzonej w takim uktadzie. Do obliczen wykorzystatam trzy rézne
konfiguracje tego fraktala i sporzadzitam histogramy predkosci. W ostatnim rozdziale
analizuje otrzymane wyniki.



Abstract

Fractal geometries play significant role in science and technology, due to their struc-

tural features. The aim of this study is to research how fluids behave in these structures
and find the influence of geometry on velocity distribution function. Previous studies
have revealed a lot of inconsistencies in a connection between the form of this function
and a geometry of the system. One of them estimates that in randomly generated
geometries the velocity distribution function can be described by power exponential
distribution (Phys. Rev. E 93, 013110 (2016)). In my master’s thesis I am looking for
a similar relationship in fractal geometries.
The first chapter describes a Lattice Boltzmann Method thus validation of the im-
plemented code is also added. In the second chapter, velocity distribution function in
porous media and its compatibility with the power exponential distribution in random
systems has been analyzed. Next chapters focus on the Sierpinski carpet geometry
and simulations carried out in such a system. There have been used three different
configurations of the fractal and longitudinal velocity component VDFs calculated. At
the end I analyse all the results.



1 Gaz sieciowy Boltzmanna

Ptyny sktadaja sie z duzej ilosci czasteczek, ktore poruszaja sie chaotycznie i wzajemnie
zderzaja ze soba. Opis plynoéw wymaga modelu matematycznego, ktory uwzgledni
zachodzace w nim zjawiska fizyczne. Wyrézniamy kilka modeli matematycznych, ktore
r6znia sie miedzy sobg skalg opisu uktadu.

Pierwszy model pod wzgledem skali ma charakter mikroskopowy i zwany jest dy-
namikqg molekularng. Ruch czastek opisany jest zgodnie z rownaniami Newtona, nato-
miast do opisu oddziatywan miedzyczasteczkowych stosuje sie na przyktad potencjat
Lennarda-Jonesa. Sledzony jest ruch kazdej pojedynczej czasteczki, a makroskopowe
wielkosci otrzymywane sa poprzez proces uéredniania wartosci mikroskopowych. Ze
wzgledu na znaczna ilo$¢ czasteczek nawet w relatywnie malych objetosciach, sto-
sowanie modeléw mikroskopowych ogranicza sie¢ do badan zachowania pojedynczych
molekut [2] lub ewentualnie niewielkich uktadow. W przypadku uktadow o wiekszej
skali mozna wykorzystywa¢ modele mezoskopowe, w ktorych wykorzystuje sie kine-
tyczng teorie gazow. Na tej teorii opiera sie min. model przepltywu plynu, nazywa-
ny gazem sieciowym Boltzmanna (ang. lattice Boltzmann method, LBM ). Kinetyczna
teoria gazow uwzglednia zjawiska zachodzace na poziomie pojedynczych atomow jak
i zjawiska wystepujace w skali makroskopowej. W ostatnich latach to podejscie budzi
coraz wieksze zainteresowanie, a co za tym idzie, wzrasta rowniez ilos¢ prac naukowych
poswieconych metodzie LBM |[1, 2].

1.1 Historia

Model gazu sieciowego Boltzmanna po raz pierwszy opisany zostal przez G. McNa-
mare i G. Zanettiego w 1988 roku [3]. Stanowit on wtedy udoskonalenie popularnych
wowcezas gazow sieciowych, automatow komorkowych wykorzystywanych do symulacji
pltynéw. Zwykty gaz sieciowy, chociaz doceniany za swoja prostote, miatl wiele wad,
ktore nie pozwolity na wykorzystywanie go w trudniejszych symulacjach ptynu, np.
plynéw o wysokiej liczbie Reynoldsa. Najbardziej charakterystyczna wada gazu siecio-
wego jest szum statystyczny wynikajacy z dyskretnego charakteru modelu i ograniczen
skali uktadow [5]. W gazie sieciowym Boltzmanna problem ten zostal wyeliminowany
poprzez wprowadzenie cigglej funkcji rozktadu, ktorej warto$¢ w punkcie reprezentuje
prawdopodobieristwo znalezienia czastki o danej predkosci w tym punkcie [2, 4]. Me-
toda LBM jest coraz chetniej wykorzystywana w komputerowej dynamice ptynoéw ze
wzgledu na swoje mozliwosci i prostote implementacji. Postugujac sie tym modelem,
mozliwe jest symulowanie ptynéw jedno- lub dwufazowych, przeptywéw niestabilnych,
zjawiska kondensacji, parowania i kawitacji, a takze wymiany ciepla [1]. Mozemy wy-
rozni¢ kilka wariantow modelu z podzialem na wymiarowosé sieci czy przyblizenie
cztonu kolizji (jedno-relaksacyjne, wielo-relaksacyjne). W obrebie tej pracy korzystam
z najbardziej popularnego wariantu: D2Q9. Jest to dwuwymiarowy model o dziewieciu
mozliwych wektorach predkosci czastek.



1.2 Teoria kinetyczna
1.2.1 Funkcja rozkltadu

Podstawe teoretyczna gazu sieciowego Boltzmanna stanowi teoria kinetyczna. Zgodnie
z pracami Boltzmanna gaz, jako kompozycja wzajemnie oddziatujacych ze sobg cza-
steczek moze by¢ opisany przez podstawowe prawa mechaniki klasycznej, a znaczna
ich ilo§¢ wymaga zastosowania réwniez praw statystyki. Zamiast przestrzeni fazowej,
w ktorej znajduja sie wszystkie czastki wprowadza sie pojecie przestrzeni konfiguracyj-
nej potozen i pedéw pojedynczej czasteczki gazu oraz specjalnie zdefiniowana funkcje
rozktadu fOV) (2N p"V 1) opisujaca ten uklad, gdzie N oznacza iloé¢ czastek w tym
uktadzie [1, 4]. Wyrazenie:

f1<$7p7t)a (1)

nazywamy funkcja rozktadu pojedynczej czastki (ang. Single particle distribution func-
tion), ktora okresla prawdopodobieristwo znalezienia czastki o danej pozycji x i pedzie
p. Parametry pozostatych N — 1 czasteczek mogg pozosta¢ nieokreslone, poniewaz sa
one nierozroznialne, a wiec i wybor, ktora to czgsteczka nie ma w tym kontekscie zna-
czenia. Wykorzystanie funkcji rozkladu jest wystarczajace by uwzgledni¢ wszystkie
wlasciwosci gazu, ktore nie zaleza od pozycji czasteczek [1]. W dalszej czesci pracy
bede opuszczaé¢ indeks 71”7, a funkcja bez indeksu bedzie oznacza¢ funkcje rozktadu
jednej czastki.

1.2.2 Roéwnanie transportu

Znajac pozycje oraz ped czasteczki w okreslonym czasie t, mozemy okresli¢ postac
funkeji f w kolejnym kroku czasowym ¢ + dt [1]. Otrzymujemy wtedy:

flz+dx,p+dp,t+dt)dedp = f(z,p,t)dxdp, (2)
natomiast po uwzglednieniu kolizji, dostajemy wyrazenie:
0
U-fo+F-fo+aJ;:F(+)—F(_), (3)

znane jako réwnanie transportu Boltzmanna, gdzie czton I't) — I'®) wyrézmiany
jest jako czlon kolizji, a cate réwnanie opisuje dynamike uktadu [2]. Czion kolizji
w rownaniu okreéla czastki, ktore w wyniku kolizji opuszczajg fragment przestrzeni
konfiguracyjnej (I'™)) oraz czastki, ktore tam docieraja w wyniku innej kolizji (')

[1].

1.2.3 Przyblizenie BGK

Czton kolizji w réwnaniu transportu Boltzmanna zwykle zastepuje sie przyblizeniem
jedno-relaksacyjnym, zaproponowanym przez Bhatnagara, Grossa i Krooka (ang. Sin-
gle Relazation Time BGK) w 1954 roku [1, 2|. Zgodnie z nim czton kolizji mozemy
zapisaé jako:

ren g £ =1 (1)

Y
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gdzie T to czas relaksacji, natomiast f¢? jest funkcja rozkladu w stanie rownowagi
termodynamicznej. Przyjmuje ona postaé rozkladu Maxwella-Boltzmanna:

2

€eq _ p U
[ (v) = Wexp — [Mla (5)

gdzie wyr6zniamy: staty Boltzmanna kg, temperature 1" oraz predkos¢ czastek v.

Glownym zatozeniem BGK jest traktowanie zderzen jako procesu lokalnego do-
chodzenia uktadu do stanu réwnowagi ze stalym czasem relaksacji [4]. To podejscie
wystepuje zazwyczaj w najprostszej odstonie modelu LBM, ale istnieja rowniez wersje
z przyblizeniem wielo-relaksacyjnym, MRT (ang. multiple relaxation time) [1, 2|.

1.3 Model D2Q9

Wsréd gazow sieciowych Boltzmanna rozrézniamy modele typu DnQq, gdzie n ozna-
cza wymiarowoS¢ przestrzeni (n = 1,2 lub 3), natomiast ¢ oznacza liczbe mozliwych
wektoréw predkosci czasteczki. Znacznie upraszczajg one koncepcje Boltzmanna, ogra-
niczajac liczbe mozliwych przestrzennych przesunieé¢ czastek do zaledwie kilku lub
kilkunastu, a ich pozycje znajduja sie wtedy jedynie w weztach sieci [1].

Na rys. 1. znajduje sie schemat sieci, na ktorej rozpiety jest model D2Q9, oraz
wektory predkosci e, dla przykltadowego wezla. Sposrod dziewieciu kierunkow w tym
modelu ey oznacza czastke znajdujacg sie w spoczynku.

S
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Rysunek 1: Model D2Q9: schemat sieci i wektoréow predkosci dla przyktadowego wezta.



W takiej konfiguracji jednostka sieci ({u) jest podstawowa miara diugosci w modelu,
a krok czasowy (ts) stanowi jednostke czasu. Wielko$¢ predkosci z e; do e4 to dokladnie
jedna jednostka sieci na jednostke czasu (1lu ts™'), w przypadku es do eg bedzie to V2
lu ts~1. Jest to wygodny opis, poniewaz wartosci sktadowych predkosci zawsze maja
wtedy wartos¢ £1 lub 0 [1].

1.3.1 Wartosci makroskopowe

Przy pominieciu sity zewnetrznej rownanie transportu przyjmuje posta¢ dyskretng [1]:

fa<x>t) — ftleq(xvt)

T

falx + e At t + At) = fo(z,t) —

(6)

Wartoéci makroskopowe dla modelu D2Q)9 mozna wyznaczyé¢ obliczajac momenty
funkcji rozktadu f;, na przykltad gestosé:

P = qu (7)

czy lokalng predkosé:

W stanie poczatkowym uktadu wartosé¢ funkeji f; wyznaczyé¢ mozna z rownowagowe;j
funkcji rozktadu f¢9, ktorej dyskretna postaé opisuje nastepujace rownanie:

ea-u  9(eg-u)®  3ud

-5 )

c2 2 2¢2 |’

[i'(x) = wap(z) |14 3

gdzie w oznacza wagi, ¢ predkosé¢ dzwieku, p gestosé [1, 2|. Wartosci wag zaleza od
predkosci dzwieku ¢, ktorego wartosé z kolei zalezy od wybranego modelu. Dla przy-
ktadu, wartosci w oraz c zestawitam w tab. 1 dla trzech réznych modeli typu DnQq

2].

Model | Wagi w; | Predko$é dzwieku c¢;
D2Q7 | /o, M1 /4
D2Q9 | */o,"/s," /36 /s
D3Q15 | */9,"/o," /72 /s

Tabela 1: Przyktady wartosci wag oraz predkosci dzwieku dla wybranych modeli.



1.3.2 Warunki brzegowe i algorytm

Problem warunkéw brzegowych w metodzie gazu sieciowego Boltzmanna jest badzo
ztozony i obejmuje réwniez modele, ktére umozliwiaja symulacje trudniejszych rodza-
jow przeptywu [1]. W niniejszej pracy koncentruje sie glownie na zagadnieniu przeply-
wu przez o$rodki porowate. W tego rodzaju symulacjach wymagane jest rozpatrzenie
zachowania funkcji rozkltadu przy brzegach $cianek. Zwykle w tym przypadku stosuje
sie prosty warunek na brzegi przy przeplywie bez poslizgu (ang. no slip boundary con-
dition) [2|, gdzie na brzegach predkos$¢ u jest rowna zeru. Zachowanie funkcji rozktadu
w trakcie interakcji ze Scianka ilustruje rys. 2. Warto tez wspomnieé, ze istnieje mody-
fikacja wspomnianego warunku na odbicia (ang. half way bounce back), ktéra znacznie
poprawia doktadno$¢ rozwiazania w czasie i przestrzeni o jeden rzad wielkosci [2].

A Ptyn B Ptyn

< "4 v S "4 v

2N . ) .

fa, f7 fo |
fa

Sciana Sciana
C Phyn D Piyn
< > > < tF > >
f: ) f5
fs f | fs , )
Sciana Sciana

Rysunek 2: Przeplyw bez poslizgu: schemat kolejnych etapéw w trakcie odbicia od
przeszkody.

Po zadaniu warunkéw brzegowych oraz poczatkowych, kolejnym krokiem symula-
cji jest wyznaczenie dla kazdego wezla sieci wartosci makroskopowych oraz wartosci
funkeji f¢? z réwnania (9). Nastepnie liczone sa kolizje oraz transport ptynu zgodnie
ze wzorem (6)[1].

1.3.3 Walidacja kodu numerycznego

Przeplyw przez rure plaska (ang. Poiseuille flow), to czesto wykorzystywany problem
do walidacji kodow numerycznych. Jest to jeden z niewielu przypadkow, ktory posiada
pelne rozwiazanie analityczne [6].

Uktad powinien by¢ prostokatny z periodycznymi warunkami na bokach krétszych,
natomiast przy dtuzszych bokach predkosé powinna byé¢ rowna zeru (warunki odbi¢



bez poslizgu). Pod wplywem sily zewnetrznej (grawitacji) lub réznicy ci$nieri na kran-
cach rury, nastepuje przepltyw, a dzieki warunkom periodycznym zachowuje on pelng
ciagtosé. To powoduje, ze profil predkosci ma charakter paraboliczny, czyli najwiek-
sza wartoS¢ predkosci osiagana jest wzdtuz srodka kanatu [1]. Zgodnie z rachunkami
analitycznymi parabola dana jest wzorem:

G 5

u(z) = 2—M(a — %), (10)

gdzie p to lepkosé kinematyczna zdefiniowana w modelu D2Q9 jako pu = %(7’ — %),
G = pg to grawitacyjny gradient ci$nienia, natomiast a oznacza potowe szerokosci
kanatu [1, 6]. Model D2@Q9 zaimplementowalam zgodnie z algorytmem przedstawionym
w poprzednim podrozdziale. Nastepnie, natozytam odpowiednie warunki potrzebne do
symulacji przeptywu Poiseuille, ktorej parametry przedstawitam w tab. 2. Schemat

zagadnienia znajduje sie na rys. 3.

Parametr Wartosé
Wielkosé uktadu 69 lu x 90 lu
Wartosé sity zewnetrznej g=0.11luts!
Potowa szeroko$ci kanatu a=33.5lu
llosé krokow symulacji | t = 5000 — 500000 ts

Tabela 2: Parametry symulacji przeptywu Poiseuille.

uix)

=-a x=0 X=a

Rysunek 3: Przeptyw Poiseuille: schemat zagadnienia.
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Dla prametréw zebranych w tab. 2, profil predkosci uzyskany w symulacji powinien
by¢ opisany wzorem:
u(z) = 0.3 - (33.5% — 2?). (11)

Nalezy zaznaczy¢, ze na szeroko$¢ kanatu sklada sie rowniez szerokosé¢ Scianek (dla
kazdej 1 lu), dlatego wlasciwa szerokos¢ uwzgledniona w obliczeniach pomniejszona
jest o 2lu. Poniewaz w metodzie Boltzmanna rozwigzujemy rownanie Naviera-Stokesa
zalezne od czasu, profil predkosci zalezy od ilodci krokow symulacji (rys. 4). Nie trudno
zauwazy¢, ze dla czasu ponizej 10° ts profil znacznie sie zmienia, natomiast dla czasu
blisko 5-10° ts profil predko$ci pokrywa si¢ z wyznaczong funkcja. Powyzej tej wartosci
nie zaobserwowalam znaczacych zmian. Na rys. 5 znajduje sie poréwnanie wynikow
uzyskanych empirycznie oraz analitycznie dla najdtuzszego czasu symulacji.

u/u_av

Rysunek 4: Przeptyw Poiseuille: zmiana profilu predko$ci w zaleznosci od czasu sy-
mulacji. O$ pozioma prezentuje wartosci x podzielone przez polowe szerokosci kanatu
a, natomiast wartosci predkosci u zostaly podzielone przez wartosé¢ srednig predkosci
(uaw) jaka wystapita w uktadzie.
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Rysunek 5: Przeptyw Poiseuille: a) poréwnanie wynikow z symulacji kodem napisanym
na potrzeby tej pracy z obliczeniami analitycznymi. O§ pozioma prezentuje wartosci
podzielone przez potowe szerokosci kanatlu a, natomiast wartosci predkosci u zostaly
podzielone przez wartos¢ $rednig predkosci (ug,) jaka wystapila w uktadzie. b) pole
wektorowe obrazujace zachowanie ptynu.

2 Funkcja rozkladu predkosci

2.1 Oégrodki porowate

Przeplyw cieczy przez osrodek porowaty jest istotnym zjawiskiem w wielu zastosowa-
niach technologicznych, takich jak oczyszczanie wod gruntowych [8], reaktory chemicz-
ne, czy leczenie nowotworéw [12, 13]. Ze wzgledu na zlozonos$é¢ geometrii porowatych
wynikajaca m.in. z postaci rozktadu ziaren oraz ich wielkosci i ksztaltu, zachowanie
ptynu moze by¢ skomplikowane i nieintuicyjne [15]. Obecnie glownym celem badan w
tej dziedzinie jest znalezienie zaleznosci miedzy struktura osrodka porowatego a zacho-
waniem ptynu. Niezbedne sg do tego specjalne narzedzia matematyczne, ktore utatwia
analize ukladoéw o réznych geometriach.

Teoretycznie, wszystkie informacje dotyczace zachowania przepltywu przez dany uktad
porowaty zawarte sa w polu predkosci, ale silnie zalezy ono od badanego uktadu i
nie stanowi uniwersalnego narzedzia do badan. Praktyczniejszym narzedziem mate-
matycznym, ktore omija nieistotne informacje zawarte w polu, jest funkcja rozktadu
predkosci (ang. Velocity Distribution Function, VDF), czyli gestos¢ prawdopodobien-
stwa predkosci u lub jej komponentow wuy, (wzdhuzny) i up (poprzeczny) [12].

12



VDF wyznacza sie w formie histogramu, ktory reprezentuje wartosci predkosei (lub
jej komponentow), a nastepnie porzadkuje je w okreslone przedzialy (kubelki). Jedna
z cech VDF jest to, ze umozliwia bezposrednie okreslenie podstawowych cech ptynu
w uktadzie, mozna np. wprost z tej funkcji odczytaé, czy wysatpity wiry lub jaka jest
przestrzenna zmienno$¢ predkosci. VDF ma rowniez Scisty zwigzek z niektorymi para-
metrami makroskopowymi, np. z kretoscia [12]. W dalszej czesci pracy wprowadzam
oznaczenie f; jako VDF dla komponentu wzdhuznego u; wektora predkosci w.

Na rys. 6 znajduje sie wykres przedstawiajacy funkcje fr w przeplywie Poiseuille.
Sa to wyniki z symulacji, o ktorej mowa w podrozdziale o walidacji kodu numeryczne-
go. Z wykresu mozna zauwazy¢, ze wartosci uktadaja sie rosngco, a najwieksza ilosé
wystapienn ma najwiekszy pod wzgledem wartosci zakres predkosci. Jest to spodzie-
wany wynik biorac pod uwage charakter przeplywu i to, w jaki sposob uktadajg sie
wektory predkosci wzdluz kanatu (rys. 5.b ).

Charakterystyka przepltywu w skali znacznie wiekszej niz wielko$é¢ poréw jest dobrze
znana, jednak w skali pojedynczych poréw pojawiaja sie znaczne trudnosci. Zwigzek
miedzy mikrostruktura osrodka porowatego, a obserwowana funkcja rozkitadu pred-
kosci nie jest doktadnie znany [12, 13]. W badaniach pojawiaja sie réznego rodzaju
geometrie porowate, min. uklady gesto upakowanyych kul lub sfer |8, 9|, rozproszo-
ne dyski [7], czy osrodki generowane losowo [12|. VDF wystepuje w postaci rozktadu
Gaussa, rozktadu logarytmicznego normalnego, wyktadniczego [13, 15]. Nie jest pew-
ne, dlaczego pojawia sie taka rozbieznos¢. W wiekszosci badan zaleznosci pomiedzy
ukladem porowatym a postacia VDF nie sg uniwersalne, tj. nie majg jednoznaczne]
postaci dla kazdego ukladu porowatego. Jedna z teorii méwi, ze to lokalne korelacje
wielkosci porow okreslaja rozklady przeptywu w osrodkach porowatych [13], z kolei
inne badania przedstawiaja modele, ktore przewiduja rozktad predkosci z rozktadu
wielko$ci poréw. Chociaz to dwzorowanie przewiduje np. wykladniczy rozktad predko-
Sci z gaussowskiego rozkladu poréow, czesto nie uwzglednia innych rozkladow [13, 14].
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Rysunek 6: Funkcja f; dla przeptywu Poiseuille. Predko$¢ podzielono przez wartosé
Srednig predkosci ug,,y w uktadzie.
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2.2 Rozklad wyktadniczy w ukltadach losowych

W pracy [12], gdzie rowniez korzystano z modelu gazu sieciowego Boltzmanna, po-
kazano, ze rozktady VDF moga by¢ opisane przez rozktad wyktadniczy. Symulacje
przeptywu plynéw przeprowadzone zostaly na sieciach dwuwymiarowych z losowo roz-
mieszczonymi kwadratami lub dyskami o zadanym promieniu. W rozktadzie wyktad-
niczym, ktéry wyraza sie wzorem:

F(u) = aexp [— (“ ;”)W (12)

znajduja sie trzy parametry wolne: wug, us, a oraz wykltadnik . Wykazano, ze bli-
sko progu perkolacji wyktadnik osiaga wartos¢ uniwersalng v = 0.5 i rosnie wraz z
porowatosciag maksymalnie do v = 2. Porowatos¢ w uktadach uzytych w do$wiadcze-
niu wahala sie od ¢ = 0.45 do ¢ = 0.95 [12]. Moim zadaniem bylo odtworzenie tego
do$wiadczenia i wykorzystanie wynikéw do dalszych badain w osrodkach o geometrii
fraktalnej, co przedstawiam w kolejnym rozdziale.

W celu weryfikacji stworzonych przeze mnie narzedzi do symulacji ptynow i ge-
nerowania rozktadow VDF utworzylam osrodki o losowo generowanych geometriach.
Na rys. 7, 8 znajduja sie fragmenty przyktadowych uktadéw wykorzystanych w do-
swiadczeniu w postaci pol wektorowych. Symulacje przeptywu plynoéw zostaly odtwo-
rzone dziesieciokrotnie dla uktadow, ktore utrzymywaly porowato$¢ réwna ¢ = 0.5
lub ¢ = 0.9. Na koniec, z zebranych predkosci utworzytam rozktady fr. Na rys. 9 i
10 zamieszczone sg wyniki dla obu porowatosci, dla ktérych otrzymatam wyktadnik
odpowiednio rowny: v = 0.65 dla ¢ = 0.5 oraz v = 2.0 dla ¢ = 0.9.

Uzyskany rezultat jest satysfakcjonujacy i zgodny z przewidywaniami odtworzanego
do$wiadczenia. Delikatne r6znice wystepuja jedynie dla niskiej porowatosci. Wynika to
min. z mniejszej ilodci uktadow uzytych w doswiadczeniu, w poréwnaniu do symulacji
z [12]. Warto réwniez zaznaczy¢, ze niektore pojedyncze wartosci znacznie zaburzaly
fitowanie funkcji wyktadniczej do danych, w zwigzku z czym zostalty odrzucone. Na
rys. 11 przedstawiony zostal wykres zmiany wartosci wyktadnika v w zaleznosci od
porowatosci ¢ z [12]| i naniesionymi moimi wynikami.
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Rysunek 7: Przykltad uktadu o geometrii tworzonej losowo i porowatosci ¢ = 0.5. Biate
miejsca oznaczajg przeszkody.
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Rysunek 8: Przykltad uktadu o geometrii tworzonej losowo i porowatosci ¢ = 0.9. Biate
miejsca oznaczajg przeszkody.
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Rysunek 9: Posta¢ funkcji fr: a) moje wyniki obliczen dla uktadéw o porowatosci
¢ = 0.5 7z dopasowanym rozktadem wyktadniczym o wyktadniku rownym v = 0.65 b)
wyniki z [12]| dla ukladow o porowatosci ¢ = 0.45.
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Rysunek 10: Posta¢ funkcji fr: a) moje wyniki obliczen dla uktadéw o porowatosci
¢ = 0.9 z dopasowanym rozkladem wykltadniczym o wyktadniku rownym v = 2.0 b)
wyniki z [12]| dla uktadéw o porowatosci ¢ = 0.95.
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Rysunek 11: Zalezno$¢ miedzy wykladnikiem 7 a porowatoscia (dane z [12]). Okregi
oznaczaja otrzymane wartosci wyktadnika v w wyniku przeprowadzonego doswiadcze-

nia.

3 Fraktale w osrodkach porowatych

3.1 Dywan Sierpinskiego

Fraktale maja szczegolna strukture, ktorej nie sposéb opi-
sa¢ za pomocg tradycyjnej geometrii. Z uwagi na ich szcze-
gblne wtasciwosci strukturalne i wizualne wykorzystywane
s3 w roznego rodzaju technikach, np. inkrustacji czy fi-
zykochemii powierzchniowej [21]|. Co ciekawe, zapotrzebo-
wanie na wielopasmowe i niskoprofilowe anteny (min. dla
przeno$nych urzadzeni bezprzewodowych) doprowadzito do
zastosowania fraktali rowniez w komunikacji mikrofalowe;j
[16, 17]. Poniewaz sa samopodobnymi strukturami, zaj-
muja mniej powierzchni, zachowujac przy tym witasnosci
wiekszych anten wielopasmowych [17].

Co najwazniejsze, w przeptywach przez osrodki poro-
wate fraktale rowniez maja swoje miejsce [18]. Prawdopo-
dobnie z uwagi na prosta geometrie najczesciej wykorzy-
stywany jest dywan Sierpinskiego. Jego struktura pochodzi
od innego fraktala, trojkata Sierpinskiego, ktory pojawit

Rysunek 12: Trojkat Sier-
pifiskiego jako kamienna
mozaika w Bazylice $w.
Klemensa w Rzymie [21].

sie juz w jedenastowiecznych bazylikach w postaci ornamentow (rys. 12) [21, 22|. Do-
piero w latach 1915 - 1916 wybitny polski matematyk, Wactaw Sierpinski, zbadal i
opisal oba fraktale, dlatego ich nazwy pochodza od jego nazwiska [19, 20]. Dywan
Sierpiriskiego tworzy sie dzielac kwadrat na 9 mniejszych kwadratéw, po czym usu-
wa sie Srodkowy z nich. Nastepnie, te same czynnosci wykonuje sie na pozostatych 8
kwadratach i powtarza ten krok w zaleznosci od tego, ktora iteracje chce sie otrzymad

(rys. 13).
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Rysunek 13: Pierwsze cztery iteracje dywanu Sierpiriskiego.

W przypadku losowych konfiguracji trudno jest uzyskaé¢ przepuszczalny uklad o
niskiej porowatosci. We fraktalach jest to mozliwe dla catego zakresu porowatosci,
poniewaz wraz ze wzrostem wymiaru fraktalu zwieksza sie rozdzielczosé. Istnieje inte-
resujaca zalezno$¢ taczaca porowatosé dywanu Sierpinskiego z jego wymiarem, ktora
wyraza sie wzorem:

¢ = (8/9)n> (13)
a przedstawia ja rys. 14 [18]. Korzystajac z tej zaleznosci oraz tej z rys. 11 postano-
witam zbadaé, czy w przypadku takich uktadéw funkcje VDF réwniez mozna wyrazié
przez rozktad wykltadniczy, jak w poprzednim rozdziale. Co wiecej, czy wartos¢ wy-
ktadnika v w uktadach fraktalnych zgodny bedzie z zaleznoscig z rys. 117

1

0.8 - ]
06 - ]
¢

04 r 1

0.2 - 8

1T 10 100
n

Rysunek 14: Zalezno$¢ pomiedzy porowatoscia fraktalu ¢ a jego wymiarem n [18].
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3.2 Symulacje i wyniki

Do stworzenia uktadu skorzystatam z algorytmu, ktéry w zaleznosci od podanego para-
metru fraktalu n tworzy odpowiednig konfiguracje dywanu Sierpinskiego. W symulacji
wykorzystatam trzy uktady o odpowiadajacym im parametrom fraktalnym: n = 3,4, 5.
Powodem wyboru akurat tych wartosci jest za maty rozmiar sieci dla n = 1,2. Warto
wspomnie¢, ze bok kwadratu, na ktorym rozpiety jest dywan Sierpinskiego wyrazany
jest przez funkcje potegowa:

a=3" (14)

dlatego dla n = 1, bok sieci wynosi zaledwie a = 3, ale dla kolejnych wartosci n
rosnie bardzo szybko. Na przyklad, n = 10 odpowiada sieci o boku dlugosci roéwnej
az 59049 [u. Jak sie okazalo, juz dla n = 6 pojawil sie problem ze skalg uktadu.
Najmniejsze fragmenty geometrii pojawiajace sie w tej konfiguracji fraktalu byly zbyt
male, by przeplywajacy ptyn mogt traktowac je jako przeszkode. Wynika to z tego, ze
gaz sieciowy Boltzmanna wymaga przeszkdd o rozmiarze przynajmniej 4lu x 4lu |2).
W zwiazku z tym pominetam te konfiguracje, a kolejne charakteryzowaly sie za duzym
rozmiarem sieci jak na mozliwosci komputera, z ktorego korzystalam przy obliczeniach.

Poniewaz struktura ukladu zawsze jest taka sama, symulacja kazdej z konfiguracji
powtorzona byla tylko raz. Symulacje konczyly sie w momencie, kiedy bezwzgledna
zmiana wartosci pola predkosci pomiedzy kolejnymi krokami symulacji byta mniejsza
niz pewna wartos¢ graniczna. Na rys. 15 znajduja sie schematy uktadéw wykorzysta-
nych w symulacjach.

Rysunek 15: Kolejne konfiguracje dywanu Sierpinskiego dla n = 3,4,5 wykorzystane
w do$wiadczeniu. Biale miejsca oznaczaja przeszkody.

Na rys. 16 1 17 zamieScitam otrzymane wektory predkosci dla uktadu o wymiarze
fraktalu rownym n = 3 oraz funkcje rozkladu predkosci f;. Podobnie jak w poprzednim
rozdziale, do wartosci VDF dopasowatam rozktad wykladniczy wyrazony funkcja (12).

19



NN N =

ST T - - — -

/ ////\\ s ,,\::\;\ - -

\\\\\ // /7/7 j -
S N\

I g VN e e s

b = 7~ — =~ .

s~
| SR - s - - - - PR
o~ = — — =~ s R g g

N PR A

/////z/z—z_)_,
s
T R s S
TN I A LI
..... SN L T A T
NSNS Ty
NN N T T
N I P
LN VA -
\\\\\\\\\ \\\ﬁ/r///)a\‘,,,,l

Rysunek 16: Pole wektorowe: przeptyw dywanu Sierpinskiego dla n = 3, gdzie poro-
watos¢ wynosi ¢ = 0.71. Rozmiar uktadu: 27 x 27 (lu).
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Rysunek 17: Posta¢ funkeji f; dla dywanu Sierpiriskiego dla n = 3.
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W ten sam sposob otrzymatam wyniki dla kolejnej konfiguracji, dla ktorej n = 4.
Wykres VDF oraz pole wektorowe dla tego uktadu znajduja sie odpowiednio na rys.
181 19.
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Rysunek 18: Pole wektorowe: przeptyw dywanu Sierpinskiego dla n = 4, gdzie poro-
watos$¢ wynosi ¢ = 0.67. Rozmiar uktadu: 81 x 81 (lu).
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Rysunek 19: Postaé¢ funkcji f; dla dywanu Sierpifiskiego dla n = 4.
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Wykres VDF oraz pole wektorowe dla ostatniego uktadu, gdzie n = 5, znajduja sie
odpowiednio na rys. 20 i 21. Dla wszystkich uktadéw otrzymatam nastepujace wyniki:

p=07l,n=3—-~v=1.8
p=067Tn=4—vy=17
»p=06l,n=5—7=1.6

Po naniesieniu ich na zaleznos¢ z rys. 11 wyraznie wida¢ roznice (rys. 22). Wy-
ktadnik v dla uktadéw o geometrii tworzonej losowo uktada si¢ wraz ze wzrostem po-
rowatosci wzdtuz pewnej prostej, natomiast dla uktadow fraktalnych wida¢ niewielkie
przesuniecie.

Rysunek 20: Pole wektorowe: przeptyw dywanu Sierpinskiego dla n = 5, gdzie poro-
wato$¢ wynosi ¢ = 0.61. Rozmiar uktadu: 243 x 243 (lu).
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Rysunek 21: Posta¢ funkcji f; dla dywanu Sierpiniskiego dla n = 5.
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Rysunek 22: Zaleznos¢ od porowatosci (wzor 12). Okregi oznaczaja otrzymane wartosci
wyktadnika v w wyniku przeprowadzonego doswiadczenia.

Z wynikow zgromadzonych na rys. 17, 19, 21 przedstawiajacych funkcje f7, dla r6z-
nych konfiguracji fraktalu wynika, ze postaé¢ dopasowanej funkcji wyktadniczej (12)
jest podobna dla wszystkich uktadow. W zaleznosci od wartosci parametrow wolnych,
wyktadnik tej funkcji oscylowal we wszystkich uktadach w okolicy wartosci maksy-
malnej v = 2. Z uwagi na niewielkie réznice w porowatoéci pomiedzy fraktalami o
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stopniach n = 3,4, 5, podobienstwo w funkcji f; nie stanowi zaskoczenia. Pomiedzy
ukladami porowatos¢ zmienita si¢ nie wiecej niz o warto$¢ d¢ = 0.1. W zwiazku z tym
zdecydowalam sie wykona¢ dodatkowe obliczenia, ktére pozwola na szersza analize.

Pierwszym do$wiadczeniem byto zbadanie, czy posta¢ VDF zalezy od czasu symu-
lacji. Obliczenia przeprowadzitam tylko dla jednej wybranej konfiguracji dywanu Sier-
pinskiego, gdzie stopien fraktalu n = 4 i odpowiadajacy mu bok sieci a = 81. Symulacje
powtorzytam dla czterech roznych krokow czasowych (¢s): 500, 5000, 10000, 50000. Wy-
niki tego do$wiadczenia znajduja sie na rys. 23, gdzie wartosci f; dla poszczegdlnych
czasow symulacji przedstawitam jako okregi o réznych promieniach. Znacznie uproscito
to wizualizacje wynikow, ktore sie ze soba pokryly. Z wykresu mozna odczytac, ze dla
kazdej symulacji okregi majg §rodki wspolne z wyjatkiem tej, ktora trwata najkrocej
(t = 500ts).

Drugie doswiadczenie polegato na zwiekszeniu sieci, ale zachowaniu geometrii wy-
branego stopnia dywanu Sierpinskiego i zbadaniu, czy ta zmiana ma wplyw na posta¢
VDF. Symulacje przeprowadzitam dla dwoch uktadéw o tej samej konfiguracji frakta-
lu jak w poprzednim badaniu (n=4). Jeden z uktadéw zachowywal zaleznosé stopnia
fraktalu z wielkoScig sieci zgodnie z (14), natomiast drugi byt dwa razy wiekszy od
niego (a = 162). Wyniki symulacji tego doswiadczenia znajduja sie na rys. 24.
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Rysunek 23: Posta¢ f;, w zaleznosci od czasu symulacji wykonanej dla uktadu o wy-
miarach 81x81 i stopniu fraktalu n—4.
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Rysunek 24: Posta¢ f;, dla dwoch uktadow o wymiarach 81x81 oraz 162x162. Uktady
zachowuja te sama geometrie dywanu Sierpinskiego, ktorej odpowiada stopien fraktalu
n—4. Wyniki zostaly znormalizowane do ilosci komorek w ukladzie (fr/N).

4 Podsumowanie

W uktadach o geometrii tworzonej losowo moga pojawiaé si¢ sytuacje, kiedy przeptyw
plynu jest lokalnie zablokowany przez przeszkody lub $ciezka ptynu mocno sie zawe-
za, a predkos¢ ptynu znacznie wzrasta (rys. 7, 8). Miedzy innymi takie sytuacje maja
wplyw na posta¢ VDF - ograniczony $ciankami ptyn zwieksza ilos¢ wystapient predkosci
z zakresu niskich wartosci i analogicznie dla drugiej sytuacji. Jesli spojrze¢ na geome-
trie fraktalne, oczywiscie pierwsza sytuacja nigdy nie wystepuje. Wraz ze wzrostem
stopnia fraktalu zmienia sie rozdzielczo$¢ uktadu, dlatego zawsze jest przepuszczalny
niezaleznie od porowatosci, a geometria zasadniczo si¢ nie zmienia. W przypadku dru-
giej sytuacji, kiedy predkos¢ wzrasta lokalnie, w dywanie Sierpiriskiego sg to zawsze te
same obszary ukladu niezaleznie od stopnia fraktalu, co dobrze ilustruja pola wektoro-
we (rys. 16, 18, 20). Prawdopodobnie ma to wpltyw na réznice pomiedzy funkcja VDF
dla fraktali, a VDF dla uktadéw o geometrii tworzonej losowo. Z rys. 22 wynika, ze
VDF w dywanie Sierpinskiego charakteryzuje sie wyzsza warto$cia wyktadnika. Jest
on wyzszy zwykle dla wysokich porowatosci, gdzie pojawiaja sie wicksze predkosci.
Biorac pod uwage, ze we fraktalach przeplyw plynu jest mniej zaburzony przez regu-
larng strukture i brak takich sytuacji, jak wspomniano na poczatku, taka posta¢ VDF
byla oczekiwana.

Wyniki przedstawione na rys. 23 pokazuja, ze posta¢ VDF uzyskana z przeplywu
przez dywan Sierpifiskiego praktycznie nie zmienia sie w czasie. Zmiana predkosci w
uktadzie znacznie ustata po ok. 2000¢s, dlatego tylko w przypadku symulacji trwajace]

= 500ts wartosci nieco sie roznig. Z kolei patrzac na rys. 24, rozdzielczo$é rowniez nie
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ma znaczacego wplywu na posta¢ VDF. Wykresy sa takie same z drobnymi r6éznicami,
a wyktadnik v pozostaje identyczny. Charakterystyczny pik wystepujacy w okolicach
zera pojawil sie juz wezesnie] na wykresach VDF dla uktadow losowych (rys. 9, 10)
oraz uktadow o gemoetrii fraktalnej (rys. 17, 19, 21). Prawdopodobnie ma to zwiazek
z miejscami przy $ciankach, a pominiecie tych fragmentéw przy obliczeniach mogtoby
ztagodzi¢ ten efekt.

Warto przypomnie¢, ze pomiedzy ukladami wykorzystanymi w symulacjach istnieje
jedynie niewielka réznica w porowatosci, rowna maksymalnie 6¢ = 0.1. Poza tym,
w kazdej symulacji przeptywu przez dywan Sierpinskiego przeszkody zostaty wpro-
wadzone na goérnej i dolnej Sciance w uktadzie, co nie tylko moze mie¢ wplyw na
porowato$¢, ale tez na geometrie. Chociaz te roznice sg niewielkie, warto sie upew-
ni¢, jaki dajg wklad do wynikoéw. Przede wszystkim, wykorzystanie wyzszych stopni
fraktalu, by zwiekszy¢ roznice miedzy porowatoscig uktadéw powinno stanowié¢ kolejny
krok w kontynuacji tych badan. Szersza analiza wiekszych uktadéw znacznie je moze
rozszerzy¢, jak podobnie przepuszczenie ptynu o innych parametrach lub pod innym
katem. Rownie istotna bedzie analiza uzyskanej zaleznosci z rys. 22, ktora wskazuje
na to, ze wartosci uktadaja sie wzdluz linii proste;j.

Odpowiadajac na postawione pytanie w rozdziale 3, dopasowanie funkcji wyktad-
niczej do wynikéw uzyskanych z przepltywu przez dywan Sierpiniskiego jest mozliwe,
ale wyktadnik nie spetnia zaleznosci z rys. 11. Z przeprowadzonych badan wynika, ze
przepltyw przez geometrie fraktalna charakteryzuje sie wiekszg predkoscig, niz prze-
plyw przez ukltady z geometrig tworzong losowo. Dywan Sierpiniskiego stanowit dobry
wybor, jako poczatek badan zachowania pltynu we fraktalach, jednak warto przyjrzeé
sie rtowniez innym tego typu geometriom. MySle, ze warto rozpatrzy¢, czy dla bardziej
skomplikowanych fraktali zachowanie funkcji rozktadu predkosci bedzie podobne, czy
moze bedzie mial zupelnie inny charakter z mozliwoscig dopasowania innego rozkladu
niz wyktadniczy.
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