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Streszczenie

Geometrie fraktalne odgrywaj¡ du»¡ rol¦ w nauce i technice, ze wzgl¦du na swoje
cechy strukturalne. Niniejsza praca ma na celu zbada¢, w jaki sposób zachowuj¡ si¦
pªyny w takich strukturach i okre±li¢ wpªyw geometrii na rozkªad pola pr¦dko±ci cieczy.
Dotychczasowe badania po±wi¦cone przepªywom ukazaªy wiele wzajemnie sprzecznych
hipotez dotycz¡cych zale»no±ci pomi¦dzy geometri¡ ukªadu, a rozkªadem pr¦dko±ci. W
jednej z prac przedstawione zostaªo kryterium, zgodnie z którym w ukªadach losowych
rozkªad pr¦dko±ci mo»na opisa¢ za pomoc¡ rozkªadu pot¦gowo-wykªadniczego (Phys.
Rev. E 93, 013110 (2016)). W mojej pracy magisterskiej szukam podobnej zale»no±ci,
ale w ukªadach fraktalnych.

W pierwszym rozdziale przedstawiam charakterystyk¦ modelu przepªywu pªynu
- gazu sieciowego Boltzmanna. Nast¦pnie, w rozdziale drugim, opisuj¦ stan wiedzy
na temat funkcji rozkªadu pr¦dko±ci w o±rodkach porowatych oraz relacjonuj¦ wyniki
dotycz¡ce zgodno±ci rozkªadu pr¦dko±ci z funkcj¡ pot¦gowo-wykªadnicz¡ w ukªadach
losowych. Kolejny rozdziaª po±wi¦ciªam geometrii dywanu Sierpi«skiego i wªasnej sy-
mulacji przeprowadzonej w takim ukªadzie. Do oblicze« wykorzystaªam trzy ró»ne
kon�guracje tego fraktala i sporz¡dziªam histogramy pr¦dko±ci. W ostatnim rozdziale
analizuj¦ otrzymane wyniki.
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Abstract

Fractal geometries play signi�cant role in science and technology, due to their struc-
tural features. The aim of this study is to research how �uids behave in these structures
and �nd the in�uence of geometry on velocity distribution function. Previous studies
have revealed a lot of inconsistencies in a connection between the form of this function
and a geometry of the system. One of them estimates that in randomly generated
geometries the velocity distribution function can be described by power exponential
distribution (Phys. Rev. E 93, 013110 (2016)). In my master's thesis I am looking for
a similar relationship in fractal geometries.
The �rst chapter describes a Lattice Boltzmann Method thus validation of the im-
plemented code is also added. In the second chapter, velocity distribution function in
porous media and its compatibility with the power exponential distribution in random
systems has been analyzed. Next chapters focus on the Sierpinski carpet geometry
and simulations carried out in such a system. There have been used three di�erent
con�gurations of the fractal and longitudinal velocity component VDFs calculated. At
the end I analyse all the results.
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1 Gaz sieciowy Boltzmanna

Pªyny skªadaj¡ si¦ z du»ej ilo±ci cz¡steczek, które poruszaj¡ si¦ chaotycznie i wzajemnie
zderzaj¡ ze sob¡. Opis pªynów wymaga modelu matematycznego, który uwzgl¦dni
zachodz¡ce w nim zjawiska �zyczne. Wyró»niamy kilka modeli matematycznych, które
ró»ni¡ si¦ mi¦dzy sob¡ skal¡ opisu ukªadu.

Pierwszy model pod wzgl¦dem skali ma charakter mikroskopowy i zwany jest dy-
namik¡ molekularn¡. Ruch cz¡stek opisany jest zgodnie z równaniami Newtona, nato-
miast do opisu oddziaªywa« mi¦dzycz¡steczkowych stosuje si¦ na przykªad potencjaª
Lennarda-Jonesa. �ledzony jest ruch ka»dej pojedynczej cz¡steczki, a makroskopowe
wielko±ci otrzymywane s¡ poprzez proces u±redniania warto±ci mikroskopowych. Ze
wzgl¦du na znaczn¡ ilo±¢ cz¡steczek nawet w relatywnie maªych obj¦to±ciach, sto-
sowanie modelów mikroskopowych ogranicza si¦ do bada« zachowania pojedynczych
molekuª [2] lub ewentualnie niewielkich ukªadów. W przypadku ukªadów o wi¦kszej
skali mo»na wykorzystywa¢ modele mezoskopowe, w których wykorzystuje si¦ kine-
tyczn¡ teori¦ gazów. Na tej teorii opiera si¦ min. model przepªywu pªynu, nazywa-
ny gazem sieciowym Boltzmanna (ang. lattice Boltzmann method, LBM ). Kinetyczna
teoria gazów uwzgl¦dnia zjawiska zachodz¡ce na poziomie pojedynczych atomów jak
i zjawiska wyst¦puj¡ce w skali makroskopowej. W ostatnich latach to podej±cie budzi
coraz wi¦ksze zainteresowanie, a co za tym idzie, wzrasta równie» ilo±¢ prac naukowych
po±wi¦conych metodzie LBM [1, 2].

1.1 Historia

Model gazu sieciowego Boltzmanna po raz pierwszy opisany zostaª przez G. McNa-
mar¦ i G. Zanettiego w 1988 roku [3]. Stanowiª on wtedy udoskonalenie popularnych
wówczas gazów sieciowych, automatów komórkowych wykorzystywanych do symulacji
pªynów. Zwykªy gaz sieciowy, chocia» doceniany za swoj¡ prostot¦, miaª wiele wad,
które nie pozwoliªy na wykorzystywanie go w trudniejszych symulacjach pªynu, np.
pªynów o wysokiej liczbie Reynoldsa. Najbardziej charakterystyczn¡ wad¡ gazu siecio-
wego jest szum statystyczny wynikaj¡cy z dyskretnego charakteru modelu i ogranicze«
skali ukªadów [5]. W gazie sieciowym Boltzmanna problem ten zostaª wyeliminowany
poprzez wprowadzenie ci¡gªej funkcji rozkªadu, której warto±¢ w punkcie reprezentuje
prawdopodobie«stwo znalezienia cz¡stki o danej pr¦dko±ci w tym punkcie [2, 4]. Me-
toda LBM jest coraz ch¦tniej wykorzystywana w komputerowej dynamice pªynów ze
wzgl¦du na swoje mo»liwo±ci i prostot¦ implementacji. Posªuguj¡c si¦ tym modelem,
mo»liwe jest symulowanie pªynów jedno- lub dwufazowych, przepªywów niestabilnych,
zjawiska kondensacji, parowania i kawitacji, a tak»e wymiany ciepªa [1]. Mo»emy wy-
ró»ni¢ kilka wariantów modelu z podziaªem na wymiarowo±¢ sieci czy przybli»enie
czªonu kolizji (jedno-relaksacyjne, wielo-relaksacyjne). W obr¦bie tej pracy korzystam
z najbardziej popularnego wariantu: D2Q9. Jest to dwuwymiarowy model o dziewi¦ciu
mo»liwych wektorach pr¦dko±ci cz¡stek.
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1.2 Teoria kinetyczna

1.2.1 Funkcja rozkªadu

Podstaw¦ teoretyczn¡ gazu sieciowego Boltzmanna stanowi teoria kinetyczna. Zgodnie
z pracami Boltzmanna gaz, jako kompozycja wzajemnie oddziaªuj¡cych ze sob¡ cz¡-
steczek mo»e by¢ opisany przez podstawowe prawa mechaniki klasycznej, a znaczna
ich ilo±¢ wymaga zastosowania równie» praw statystyki. Zamiast przestrzeni fazowej,
w której znajduj¡ si¦ wszystkie cz¡stki wprowadza si¦ poj¦cie przestrzeni kon�guracyj-
nej poªo»e« i p¦dów pojedynczej cz¡steczki gazu oraz specjalnie zde�niowan¡ funkcj¦
rozkªadu f (N)(xN , pN , t) opisuj¡c¡ ten ukªad, gdzie N oznacza ilo±¢ cz¡stek w tym
ukªadzie [1, 4]. Wyra»enie:

f 1(x, p, t), (1)

nazywamy funkcj¡ rozkªadu pojedynczej cz¡stki (ang. Single particle distribution func-

tion), która okre±la prawdopodobie«stwo znalezienia cz¡stki o danej pozycji x i p¦dzie
p. Parametry pozostaªych N − 1 cz¡steczek mog¡ pozosta¢ nieokre±lone, poniewa» s¡
one nierozró»nialne, a wi¦c i wybór, która to cz¡steczka nie ma w tym kontek±cie zna-
czenia. Wykorzystanie funkcji rozkªadu jest wystarczaj¡ce by uwzgl¦dni¢ wszystkie
wªa±ciwo±ci gazu, które nie zale»¡ od pozycji cz¡steczek [1]. W dalszej cz¦±ci pracy
b¦d¦ opuszcza¢ indeks ”1”, a funkcja bez indeksu b¦dzie oznacza¢ funkcj¦ rozkªadu
jednej cz¡stki.

1.2.2 Równanie transportu

Znaj¡c pozycje oraz p¦d cz¡steczki w okre±lonym czasie t, mo»emy okre±li¢ posta¢
funkcji f w kolejnym kroku czasowym t+ dt [1]. Otrzymujemy wtedy:

f(x+ dx, p+ dp, t+ dt)dxdp = f(x, p, t)dxdp, (2)

natomiast po uwzgl¦dnieniu kolizji, dostajemy wyra»enie:

v · ∇xf + F · ∇pf +
∂f

∂t
= Γ(+) − Γ(−), (3)

znane jako równanie transportu Boltzmanna, gdzie czªon Γ(+) − Γ(−) wyró»niany
jest jako czªon kolizji, a caªe równanie opisuje dynamik¦ ukªadu [2]. Czªon kolizji
w równaniu okre±la cz¡stki, które w wyniku kolizji opuszczaj¡ fragment przestrzeni
kon�guracyjnej (Γ(−)) oraz cz¡stki, które tam docieraj¡ w wyniku innej kolizji (Γ(+))
[1].

1.2.3 Przybli»enie BGK

Czªon kolizji w równaniu transportu Boltzmanna zwykle zast¦puje si¦ przybli»eniem
jedno-relaksacyjnym, zaproponowanym przez Bhatnagara, Grossa i Krooka (ang. Sin-
gle Relaxation Time BGK ) w 1954 roku [1, 2]. Zgodnie z nim czªon kolizji mo»emy
zapisa¢ jako:

Γ(+) − Γ(−) =
f − f eq

τ
, (4)
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gdzie τ to czas relaksacji, natomiast f eq jest funkcj¡ rozkªadu w stanie równowagi
termodynamicznej. Przyjmuje ona posta¢ rozkªadu Maxwella-Boltzmanna:

f eq(v) =
ρ

(2πkBT )d/2
exp−

[
v2

2kBT

]
, (5)

gdzie wyró»niamy: staª¡ Boltzmanna kB, temperatur¦ T oraz pr¦dko±¢ cz¡stek v.
Gªównym zaªo»eniem BGK jest traktowanie zderze« jako procesu lokalnego do-

chodzenia ukªadu do stanu równowagi ze staªym czasem relaksacji [4]. To podej±cie
wyst¦puje zazwyczaj w najprostszej odsªonie modelu LBM, ale istniej¡ równie» wersje
z przybli»eniem wielo-relaksacyjnym, MRT (ang. multiple relaxation time) [1, 2].

1.3 Model D2Q9

W±ród gazów sieciowych Boltzmanna rozró»niamy modele typu DnQq, gdzie n ozna-
cza wymiarowo±¢ przestrzeni (n = 1, 2 lub 3), natomiast q oznacza liczb¦ mo»liwych
wektorów pr¦dko±ci cz¡steczki. Znacznie upraszczaj¡ one koncepcj¦ Boltzmanna, ogra-
niczaj¡c liczb¦ mo»liwych przestrzennych przesuni¦¢ cz¡stek do zaledwie kilku lub
kilkunastu, a ich pozycje znajduj¡ si¦ wtedy jedynie w w¦zªach sieci [1].

Na rys. 1. znajduje si¦ schemat sieci, na której rozpi¦ty jest model D2Q9, oraz
wektory pr¦dko±ci ea dla przykªadowego w¦zªa. Spo±ród dziewi¦ciu kierunków w tym
modelu e0 oznacza cz¡stk¦ znajduj¡c¡ si¦ w spoczynku.

e0
e1

e5
e6

e3

e7

e2

e4

e8

Rysunek 1: Model D2Q9: schemat sieci i wektorów pr¦dko±ci dla przykªadowego w¦zªa.
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W takiej kon�guracji jednostka sieci (lu) jest podstawow¡ miar¡ dªugo±ci w modelu,
a krok czasowy (ts) stanowi jednostk¦ czasu. Wielko±¢ pr¦dko±ci z e1 do e4 to dokªadnie
jedna jednostka sieci na jednostk¦ czasu (1lu ts−1), w przypadku e5 do e8 b¦dzie to

√
2

lu ts−1. Jest to wygodny opis, poniewa» warto±ci skªadowych pr¦dko±ci zawsze maj¡
wtedy warto±¢ ±1 lub 0 [1].

1.3.1 Warto±ci makroskopowe

Przy pomini¦ciu siªy zewn¦trznej równanie transportu przyjmuje posta¢ dyskretn¡ [1]:

fa(x+ ea∆t, t+ ∆t) = fa(x, t)−
fa(x, t)− faeq(x, t)

τ
(6)

Warto±ci makroskopowe dla modelu D2Q9 mo»na wyznaczy¢ obliczaj¡c momenty
funkcji rozkªadu fi, na przykªad g¦sto±¢:

ρ =
8∑
i=0

fi, (7)

czy lokaln¡ pr¦dko±¢:

u =
1
ρ

8∑
i=0

fiei. (8)

W stanie pocz¡tkowym ukªadu warto±¢ funkcji fi wyznaczy¢ mo»na z równowagowej
funkcji rozkªadu f eq, której dyskretn¡ posta¢ opisuje nast¦puj¡ce równanie:

f eqi (x) = waρ(x)
[
1 + 3

ea · u
c2

+
9
2

(ea · u)2

c4
− 3

2
u2

c2

]
, (9)

gdzie w oznacza wagi, c pr¦dko±¢ d¹wi¦ku, ρ g¦sto±¢ [1, 2]. Warto±ci wag zale»¡ od
pr¦dko±ci d¹wi¦ku c, którego warto±¢ z kolei zale»y od wybranego modelu. Dla przy-
kªadu, warto±ci w oraz c zestawiªam w tab. 1 dla trzech ró»nych modeli typu DnQq
[2].

Model Wagi wi Pr¦dko±¢ d¹wi¦ku ci

D2Q7 1/2, 1/12 1/4

D2Q9 4/9,1/9,1/36 1/3

D3Q15 2/9,1/9,1/72 1/3

Tabela 1: Przykªady warto±ci wag oraz pr¦dko±ci d¹wi¦ku dla wybranych modeli.
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1.3.2 Warunki brzegowe i algorytm

Problem warunków brzegowych w metodzie gazu sieciowego Boltzmanna jest badzo
zªo»ony i obejmuje równie» modele, które umo»liwiaj¡ symulacje trudniejszych rodza-
jów przepªywu [1]. W niniejszej pracy koncentruj¦ si¦ gªównie na zagadnieniu przepªy-
wu przez o±rodki porowate. W tego rodzaju symulacjach wymagane jest rozpatrzenie
zachowania funkcji rozkªadu przy brzegach ±cianek. Zwykle w tym przypadku stosuje
si¦ prosty warunek na brzegi przy przepªywie bez po±lizgu (ang. no slip boundary con-

dition) [2], gdzie na brzegach pr¦dko±¢ u jest równa zeru. Zachowanie funkcji rozkªadu
w trakcie interakcji ze ±ciank¡ ilustruje rys. 2. Warto te» wspomnie¢, »e istnieje mody-
�kacja wspomnianego warunku na odbicia (ang. half way bounce back), która znacznie
poprawia dokªadno±¢ rozwi¡zania w czasie i przestrzeni o jeden rz¡d wielko±ci [2].

 A  B

 C  D

Rysunek 2: Przepªyw bez po±lizgu: schemat kolejnych etapów w trakcie odbicia od
przeszkody.

Po zadaniu warunków brzegowych oraz pocz¡tkowych, kolejnym krokiem symula-
cji jest wyznaczenie dla ka»dego w¦zªa sieci warto±ci makroskopowych oraz warto±ci
funkcji f eq z równania (9). Nast¦pnie liczone s¡ kolizje oraz transport pªynu zgodnie
ze wzorem (6)[1].

1.3.3 Walidacja kodu numerycznego

Przepªyw przez rur¦ pªask¡ (ang. Poiseuille �ow), to cz¦sto wykorzystywany problem
do walidacji kodów numerycznych. Jest to jeden z niewielu przypadków, który posiada
peªne rozwi¡zanie analityczne [6].

Ukªad powinien by¢ prostok¡tny z periodycznymi warunkami na bokach krótszych,
natomiast przy dªu»szych bokach pr¦dko±¢ powinna by¢ równa zeru (warunki odbi¢
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bez po±lizgu). Pod wpªywem siªy zewn¦trznej (grawitacji) lub ró»nicy ci±nie« na kra«-
cach rury, nast¦puje przepªyw, a dzi¦ki warunkom periodycznym zachowuje on peªn¡
ci¡gªo±¢. To powoduje, »e pro�l pr¦dko±ci ma charakter paraboliczny, czyli najwi¦k-
sza warto±¢ pr¦dko±ci osi¡gana jest wzdªu» ±rodka kanaªu [1]. Zgodnie z rachunkami
analitycznymi parabola dana jest wzorem:

u(x) =
G

2µ
(a2 − x2), (10)

gdzie µ to lepko±¢ kinematyczna zde�niowana w modelu D2Q9 jako µ = 1
3(τ −

1
2),

G = ρg to grawitacyjny gradient ci±nienia, natomiast a oznacza poªow¦ szeroko±ci
kanaªu [1, 6]. ModelD2Q9 zaimplementowaªam zgodnie z algorytmem przedstawionym
w poprzednim podrozdziale. Nast¦pnie, naªo»yªam odpowiednie warunki potrzebne do
symulacji przepªywu Poiseuille, której parametry przedstawiªam w tab. 2. Schemat
zagadnienia znajduje si¦ na rys. 3.

Parametr Warto±¢

Wielko±¢ ukªadu 69 lu × 90 lu

Warto±¢ siªy zewn¦trznej g = 0.1 lu ts−1

Poªowa szeroko±ci kanaªu a = 33.5 lu

Ilo±¢ kroków symulacji t = 5000− 500000 ts

Tabela 2: Parametry symulacji przepªywu Poiseuille.

Rysunek 3: Przepªyw Poiseuille: schemat zagadnienia.
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Dla prametrów zebranych w tab. 2, pro�l pr¦dko±ci uzyskany w symulacji powinien
by¢ opisany wzorem:

u(x) = 0.3 · (33.52 − x2). (11)

Nale»y zaznaczy¢, »e na szeroko±¢ kanaªu skªada si¦ równie» szeroko±¢ ±cianek (dla
ka»dej 1 lu), dlatego wªa±ciwa szeroko±¢ uwzgl¦dniona w obliczeniach pomniejszona
jest o 2lu. Poniewa» w metodzie Boltzmanna rozwi¡zujemy równanie Naviera-Stokesa
zale»ne od czasu, pro�l pr¦dko±ci zale»y od ilo±ci kroków symulacji (rys. 4). Nie trudno
zauwa»y¢, »e dla czasu poni»ej 105 ts pro�l znacznie si¦ zmienia, natomiast dla czasu
blisko 5·105 ts pro�l pr¦dko±ci pokrywa si¦ z wyznaczon¡ funkcj¡. Powy»ej tej warto±ci
nie zaobserwowaªam znacz¡cych zmian. Na rys. 5 znajduje si¦ porównanie wyników
uzyskanych empirycznie oraz analitycznie dla najdªu»szego czasu symulacji.

0

0.5

1

1.5

-1 -0.5 0 0.5 1

u
/
u
_
a
v

x/a

5k
10k
20k
100k
500k
u(x)

Rysunek 4: Przepªyw Poiseuille: zmiana pro�lu pr¦dko±ci w zale»no±ci od czasu sy-
mulacji. O± pozioma prezentuje warto±ci x podzielone przez poªow¦ szeroko±ci kanaªu
a, natomiast warto±ci pr¦dko±ci u zostaªy podzielone przez warto±¢ ±redni¡ pr¦dko±ci
(uav) jaka wyst¡piªa w ukªadzie.
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a) b)

Rysunek 5: Przepªyw Poiseuille: a) porównanie wyników z symulacji kodem napisanym
na potrzeby tej pracy z obliczeniami analitycznymi. O± pozioma prezentuje warto±ci x
podzielone przez poªow¦ szeroko±ci kanaªu a, natomiast warto±ci pr¦dko±ci u zostaªy
podzielone przez warto±¢ ±redni¡ pr¦dko±ci (uav) jaka wyst¡piªa w ukªadzie. b) pole
wektorowe obrazuj¡ce zachowanie pªynu.

2 Funkcja rozkªadu pr¦dko±ci

2.1 O±rodki porowate

Przepªyw cieczy przez o±rodek porowaty jest istotnym zjawiskiem w wielu zastosowa-
niach technologicznych, takich jak oczyszczanie wód gruntowych [8], reaktory chemicz-
ne, czy leczenie nowotworów [12, 13]. Ze wzgl¦du na zªo»ono±¢ geometrii porowatych
wynikaj¡c¡ m.in. z postaci rozkªadu ziaren oraz ich wielko±ci i ksztaªtu, zachowanie
pªynu mo»e by¢ skomplikowane i nieintuicyjne [15]. Obecnie gªównym celem bada« w
tej dziedzinie jest znalezienie zale»no±ci mi¦dzy struktur¡ o±rodka porowatego a zacho-
waniem pªynu. Niezb¦dne s¡ do tego specjalne narz¦dzia matematyczne, które uªatwi¡
analiz¦ ukªadów o ró»nych geometriach.
Teoretycznie, wszystkie informacje dotycz¡ce zachowania przepªywu przez dany ukªad
porowaty zawarte s¡ w polu pr¦dko±ci, ale silnie zale»y ono od badanego ukªadu i
nie stanowi uniwersalnego narz¦dzia do bada«. Praktyczniejszym narz¦dziem mate-
matycznym, które omija nieistotne informacje zawarte w polu, jest funkcja rozkªadu
pr¦dko±ci (ang. Velocity Distribution Function, VDF), czyli g¦sto±¢ prawdopodobie«-
stwa pr¦dko±ci u lub jej komponentów uL (wzdªu»ny) i uT (poprzeczny) [12].
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VDF wyznacza si¦ w formie histogramu, który reprezentuje warto±ci pr¦dko±ci (lub
jej komponentów), a nast¦pnie porz¡dkuje je w okre±lone przedziaªy (kubeªki). Jedn¡
z cech VDF jest to, »e umo»liwia bezpo±rednie okre±lenie podstawowych cech pªynu
w ukªadzie, mo»na np. wprost z tej funkcji odczyta¢, czy wys¡tpiªy wiry lub jaka jest
przestrzenna zmienno±¢ pr¦dko±ci. VDF ma równie» ±cisªy zwi¡zek z niektórymi para-
metrami makroskopowymi, np. z kr¦to±ci¡ [12]. W dalszej cz¦±ci pracy wprowadzam
oznaczenie fL jako VDF dla komponentu wzdªu»nego uL wektora pr¦dko±ci u.

Na rys. 6 znajduje si¦ wykres przedstawiaj¡cy funkcj¦ fL w przepªywie Poiseuille.
S¡ to wyniki z symulacji, o której mowa w podrozdziale o walidacji kodu numeryczne-
go. Z wykresu mo»na zauwa»y¢, »e warto±ci ukªadaj¡ si¦ rosn¡co, a najwi¦ksz¡ ilo±¢
wyst¡pie« ma najwi¦kszy pod wzgl¦dem warto±ci zakres pr¦dko±ci. Jest to spodzie-
wany wynik bior¡c pod uwag¦ charakter przepªywu i to, w jaki sposób ukªadaj¡ si¦
wektory pr¦dko±ci wzdªu» kanaªu (rys. 5.b ).

Charakterystyka przepªywu w skali znacznie wi¦kszej ni» wielko±¢ porów jest dobrze
znana, jednak w skali pojedynczych porów pojawiaj¡ si¦ znaczne trudno±ci. Zwi¡zek
mi¦dzy mikrostruktur¡ o±rodka porowatego, a obserwowan¡ funkcj¡ rozkªadu pr¦d-
ko±ci nie jest dokªadnie znany [12, 13]. W badaniach pojawiaj¡ si¦ ró»nego rodzaju
geometrie porowate, min. ukªady g¦sto upakowanyych kul lub sfer [8, 9], rozproszo-
ne dyski [7], czy o±rodki generowane losowo [12]. VDF wyst¦puje w postaci rozkªadu
Gaussa, rozkªadu logarytmicznego normalnego, wykªadniczego [13, 15]. Nie jest pew-
ne, dlaczego pojawia si¦ taka rozbie»no±¢. W wi¦kszo±ci bada« zale»no±ci pomi¦dzy
ukªadem porowatym a postaci¡ VDF nie s¡ uniwersalne, tj. nie maj¡ jednoznacznej
postaci dla ka»dego ukªadu porowatego. Jedna z teorii mówi, »e to lokalne korelacje
wielko±ci porów okre±laj¡ rozkªady przepªywu w o±rodkach porowatych [13], z kolei
inne badania przedstawiaj¡ modele, które przewiduj¡ rozkªad pr¦dko±ci z rozkªadu
wielko±ci porów. Chocia» to dwzorowanie przewiduje np. wykªadniczy rozkªad pr¦dko-
±ci z gaussowskiego rozkªadu porów, cz¦sto nie uwzgl¦dnia innych rozkªadów [13, 14].
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Rysunek 6: Funkcja fL dla przepªywu Poiseuille. Pr¦dko±¢ podzielono przez warto±¢
±redni¡ pr¦dko±ci uavg w ukªadzie.
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2.2 Rozkªad wykªadniczy w ukªadach losowych

W pracy [12], gdzie równie» korzystano z modelu gazu sieciowego Boltzmanna, po-
kazano, »e rozkªady VDF mog¡ by¢ opisane przez rozkªad wykªadniczy. Symulacje
przepªywu pªynów przeprowadzone zostaªy na sieciach dwuwymiarowych z losowo roz-
mieszczonymi kwadratami lub dyskami o zadanym promieniu. W rozkªadzie wykªad-
niczym, który wyra»a si¦ wzorem:

f(u) = a exp
[
−

u− uo
us

γ], (12)

znajduj¡ si¦ trzy parametry wolne: u0, us, a oraz wykªadnik γ. Wykazano, »e bli-
sko progu perkolacji wykªadnik osi¡ga warto±¢ uniwersaln¡ γ = 0.5 i ro±nie wraz z
porowato±ci¡ maksymalnie do γ = 2. Porowato±¢ w ukªadach u»ytych w do±wiadcze-
niu wahaªa si¦ od φ = 0.45 do φ = 0.95 [12]. Moim zadaniem byªo odtworzenie tego
do±wiadczenia i wykorzystanie wyników do dalszych bada« w o±rodkach o geometrii
fraktalnej, co przedstawiam w kolejnym rozdziale.

W celu wery�kacji stworzonych przeze mnie narz¦dzi do symulacji pªynów i ge-
nerowania rozkªadów VDF utworzyªam o±rodki o losowo generowanych geometriach.
Na rys. 7, 8 znajduj¡ si¦ fragmenty przykªadowych ukªadów wykorzystanych w do-
±wiadczeniu w postaci pól wektorowych. Symulacje przepªywu pªynów zostaªy odtwo-
rzone dziesi¦ciokrotnie dla ukªadów, które utrzymywaªy porowato±¢ równ¡ φ = 0.5
lub φ = 0.9. Na koniec, z zebranych pr¦dko±ci utworzyªam rozkªady fL. Na rys. 9 i
10 zamieszczone s¡ wyniki dla obu porowato±ci, dla których otrzymaªam wykªadnik γ
odpowiednio równy: γ = 0.65 dla φ = 0.5 oraz γ = 2.0 dla φ = 0.9.

Uzyskany rezultat jest satysfakcjonuj¡cy i zgodny z przewidywaniami odtworzanego
do±wiadczenia. Delikatne ró»nice wyst¦puj¡ jedynie dla niskiej porowato±ci. Wynika to
min. z mniejszej ilo±ci ukªadów u»ytych w do±wiadczeniu, w porównaniu do symulacji
z [12]. Warto równie» zaznaczy¢, »e niektóre pojedyncze warto±ci znacznie zaburzaªy
�towanie funkcji wykªadniczej do danych, w zwi¡zku z czym zostaªy odrzucone. Na
rys. 11 przedstawiony zostaª wykres zmiany warto±ci wykªadnika γ w zale»no±ci od
porowato±ci φ z [12] i naniesionymi moimi wynikami.
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Rysunek 7: Przykªad ukªadu o geometrii tworzonej losowo i porowato±ci φ = 0.5. Biaªe
miejsca oznaczaj¡ przeszkody.

Rysunek 8: Przykªad ukªadu o geometrii tworzonej losowo i porowato±ci φ = 0.9. Biaªe
miejsca oznaczaj¡ przeszkody.
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Rysunek 9: Posta¢ funkcji fL: a) moje wyniki oblicze« dla ukªadów o porowato±ci
φ = 0.5 z dopasowanym rozkªadem wykªadniczym o wykªadniku równym γ = 0.65 b)
wyniki z [12] dla ukªadów o porowato±ci φ = 0.45.
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Rysunek 10: Posta¢ funkcji fL: a) moje wyniki oblicze« dla ukªadów o porowato±ci
φ = 0.9 z dopasowanym rozkªadem wykªadniczym o wykªadniku równym γ = 2.0 b)
wyniki z [12] dla ukªadów o porowato±ci φ = 0.95.
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Rysunek 11: Zale»no±¢ mi¦dzy wykªadnikiem γ a porowato±ci¡ (dane z [12]). Okr¦gi
oznaczaj¡ otrzymane warto±ci wykªadnika γ w wyniku przeprowadzonego do±wiadcze-
nia.

3 Fraktale w o±rodkach porowatych

3.1 Dywan Sierpi«skiego

Rysunek 12: Trójk¡t Sier-
pi«skiego jako kamienna
mozaika w Bazylice ±w.
Klemensa w Rzymie [21].

Fraktale maj¡ szczególn¡ struktur¦, której nie sposób opi-
sa¢ za pomoc¡ tradycyjnej geometrii. Z uwagi na ich szcze-
gólne wªa±ciwo±ci strukturalne i wizualne wykorzystywane
s¡ w ró»nego rodzaju technikach, np. inkrustacji czy �-
zykochemii powierzchniowej [21]. Co ciekawe, zapotrzebo-
wanie na wielopasmowe i niskopro�lowe anteny (min. dla
przeno±nych urz¡dze« bezprzewodowych) doprowadziªo do
zastosowania fraktali równie» w komunikacji mikrofalowej
[16, 17]. Poniewa» s¡ samopodobnymi strukturami, zaj-
muj¡ mniej powierzchni, zachowuj¡c przy tym wªasno±ci
wi¦kszych anten wielopasmowych [17].

Co najwa»niejsze, w przepªywach przez o±rodki poro-
wate fraktale równie» maj¡ swoje miejsce [18]. Prawdopo-
dobnie z uwagi na prost¡ geometri¦ najcz¦±ciej wykorzy-
stywany jest dywan Sierpi«skiego. Jego struktura pochodzi
od innego fraktala, trójk¡ta Sierpi«skiego, który pojawiª
si¦ ju» w jedenastowiecznych bazylikach w postaci ornamentów (rys. 12) [21, 22]. Do-
piero w latach 1915 - 1916 wybitny polski matematyk, Wacªaw Sierpi«ski, zbadaª i
opisaª oba fraktale, dlatego ich nazwy pochodz¡ od jego nazwiska [19, 20]. Dywan
Sierpi«skiego tworzy si¦ dziel¡c kwadrat na 9 mniejszych kwadratów, po czym usu-
wa si¦ ±rodkowy z nich. Nast¦pnie, te same czynno±ci wykonuje si¦ na pozostaªych 8
kwadratach i powtarza ten krok w zale»no±ci od tego, któr¡ iteracj¦ chce si¦ otrzyma¢
(rys. 13).
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Rysunek 13: Pierwsze cztery iteracje dywanu Sierpi«skiego.

W przypadku losowych kon�guracji trudno jest uzyska¢ przepuszczalny ukªad o
niskiej porowato±ci. We fraktalach jest to mo»liwe dla caªego zakresu porowato±ci,
poniewa» wraz ze wzrostem wymiaru fraktalu zwi¦ksza si¦ rozdzielczo±¢. Istnieje inte-
resuj¡ca zale»no±¢ ª¡cz¡ca porowato±¢ dywanu Sierpi«skiego z jego wymiarem, która
wyra»a si¦ wzorem:

φ = (8/9)n, (13)

a przedstawia j¡ rys. 14 [18]. Korzystaj¡c z tej zale»no±ci oraz tej z rys. 11 postano-
wiªam zbada¢, czy w przypadku takich ukªadów funkcj¦ VDF równie» mo»na wyrazi¢
przez rozkªad wykªadniczy, jak w poprzednim rozdziale. Co wi¦cej, czy warto±¢ wy-
kªadnika γ w ukªadach fraktalnych zgodny b¦dzie z zale»no±ci¡ z rys. 11?
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Rysunek 14: Zale»no±¢ pomi¦dzy porowato±ci¡ fraktalu φ a jego wymiarem n [18].
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3.2 Symulacje i wyniki

Do stworzenia ukªadu skorzystaªam z algorytmu, który w zale»no±ci od podanego para-
metru fraktalu n tworzy odpowiedni¡ kon�guracj¦ dywanu Sierpi«skiego. W symulacji
wykorzystaªam trzy ukªady o odpowiadaj¡cym im parametrom fraktalnym: n = 3, 4, 5.
Powodem wyboru akurat tych warto±ci jest za maªy rozmiar sieci dla n = 1, 2. Warto
wspomnie¢, »e bok kwadratu, na którym rozpi¦ty jest dywan Sierpi«skiego wyra»any
jest przez funkcj¦ pot¦gow¡:

a = 3n, (14)

dlatego dla n = 1, bok sieci wynosi zaledwie a = 3, ale dla kolejnych warto±ci n
ro±nie bardzo szybko. Na przyklad, n = 10 odpowiada sieci o boku dªugo±ci równej
a» 59049 lu. Jak si¦ okazaªo, ju» dla n = 6 pojawiª si¦ problem ze skal¡ ukªadu.
Najmniejsze fragmenty geometrii pojawiaj¡ce si¦ w tej kon�guracji fraktalu byªy zbyt
maªe, by przepªywaj¡cy pªyn mógª traktowa¢ je jako przeszkod¦. Wynika to z tego, »e
gaz sieciowy Boltzmanna wymaga przeszkód o rozmiarze przynajmniej 4lu × 4lu [2].
W zwi¡zku z tym pomin¦ªam t¦ kon�guracj¦, a kolejne charakteryzowaªy si¦ za du»ym
rozmiarem sieci jak na mo»liwo±ci komputera, z którego korzystaªam przy obliczeniach.

Poniewa» struktura ukªadu zawsze jest taka sama, symulacja ka»dej z kon�guracji
powtórzona byªa tylko raz. Symulacje ko«czyªy si¦ w momencie, kiedy bezwzgl¦dna
zmiana warto±ci pola pr¦dko±ci pomi¦dzy kolejnymi krokami symulacji byªa mniejsza
ni» pewna warto±¢ graniczna. Na rys. 15 znajduj¡ si¦ schematy ukªadów wykorzysta-
nych w symulacjach.

Rysunek 15: Kolejne kon�guracje dywanu Sierpi«skiego dla n = 3, 4, 5 wykorzystane
w do±wiadczeniu. Biaªe miejsca oznaczaj¡ przeszkody.

Na rys. 16 i 17 zamie±ciªam otrzymane wektory pr¦dko±ci dla ukªadu o wymiarze
fraktalu równym n = 3 oraz funkcj¦ rozkladu pr¦dko±ci fL. Podobnie jak w poprzednim
rozdziale, do warto±ci VDF dopasowaªam rozkªad wykªadniczy wyra»ony funkcj¡ (12).
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Rysunek 16: Pole wektorowe: przepªyw dywanu Sierpi«skiego dla n = 3, gdzie poro-
wato±¢ wynosi φ = 0.71. Rozmiar ukªadu: 27× 27 (lu).
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Rysunek 17: Posta¢ funkcji fL dla dywanu Sierpi«skiego dla n = 3.
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W ten sam sposób otrzymaªam wyniki dla kolejnej kon�guracji, dla której n = 4.
Wykres VDF oraz pole wektorowe dla tego ukªadu znajduj¡ si¦ odpowiednio na rys.
18 i 19.

Rysunek 18: Pole wektorowe: przepªyw dywanu Sierpi«skiego dla n = 4, gdzie poro-
wato±¢ wynosi φ = 0.67. Rozmiar ukªadu: 81× 81 (lu).
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Rysunek 19: Posta¢ funkcji fL dla dywanu Sierpi«skiego dla n = 4.
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Wykres VDF oraz pole wektorowe dla ostatniego ukªadu, gdzie n = 5, znajduj¡ si¦
odpowiednio na rys. 20 i 21. Dla wszystkich ukªadów otrzymaªam nast¦puj¡ce wyniki:

φ = 0.71, n = 3→ γ = 1.8

φ = 0.67, n = 4→ γ = 1.7

φ = 0.61, n = 5→ γ = 1.6

Po naniesieniu ich na zale»no±¢ z rys. 11 wyra¹nie wida¢ ró»nice (rys. 22). Wy-
kªadnik γ dla ukªadów o geometrii tworzonej losowo ukªada si¦ wraz ze wzrostem po-
rowato±ci wzdªu» pewnej prostej, natomiast dla ukªadów fraktalnych wida¢ niewielkie
przesuni¦cie.

Rysunek 20: Pole wektorowe: przepªyw dywanu Sierpi«skiego dla n = 5, gdzie poro-
wato±¢ wynosi φ = 0.61. Rozmiar ukªadu: 243× 243 (lu).
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Rysunek 21: Posta¢ funkcji fL dla dywanu Sierpi«skiego dla n = 5.
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Rysunek 22: Zale»no±¢ od porowato±ci (wzór 12). Okr¦gi oznaczaj¡ otrzymane warto±ci
wykªadnika γ w wyniku przeprowadzonego do±wiadczenia.

Z wyników zgromadzonych na rys. 17, 19, 21 przedstawiaj¡cych funkcj¦ fL dla ró»-
nych kon�guracji fraktalu wynika, »e posta¢ dopasowanej funkcji wykªadniczej (12)
jest podobna dla wszystkich ukªadów. W zale»no±ci od warto±ci parametrów wolnych,
wykªadnik tej funkcji oscylowaª we wszystkich ukªadach w okolicy warto±ci maksy-
malnej γ ≈ 2. Z uwagi na niewielkie ró»nice w porowato±ci pomi¦dzy fraktalami o
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stopniach n = 3, 4, 5, podobie«stwo w funkcji fL nie stanowi zaskoczenia. Pomi¦dzy
ukªadami porowato±¢ zmieniªa si¦ nie wi¦cej ni» o warto±¢ δφ = 0.1. W zwi¡zku z tym
zdecydowaªam si¦ wykona¢ dodatkowe obliczenia, które pozwol¡ na szersz¡ analiz¦.

Pierwszym do±wiadczeniem byªo zbadanie, czy posta¢ VDF zale»y od czasu symu-
lacji. Obliczenia przeprowadziªam tylko dla jednej wybranej kon�guracji dywanu Sier-
pi«skiego, gdzie stopie« fraktalu n = 4 i odpowiadaj¡cy mu bok sieci a = 81. Symulacje
powtórzyªam dla czterech ró»nych kroków czasowych (ts): 500, 5000, 10000, 50000. Wy-
niki tego do±wiadczenia znajduj¡ si¦ na rys. 23, gdzie warto±ci fL dla poszczególnych
czasów symulacji przedstawiªam jako okr¦gi o ró»nych promieniach. Znacznie upro±ciªo
to wizualizacj¦ wyników, które si¦ ze sob¡ pokryªy. Z wykresu mo»na odczyta¢, »e dla
ka»dej symulacji okr¦gi maj¡ ±rodki wspólne z wyj¡tkiem tej, która trwaªa najkrócej
(t = 500ts).

Drugie do±wiadczenie polegaªo na zwi¦kszeniu sieci, ale zachowaniu geometrii wy-
branego stopnia dywanu Sierpi«skiego i zbadaniu, czy ta zmiana ma wpªyw na posta¢
VDF. Symulacje przeprowadziªam dla dwóch ukªadów o tej samej kon�guracji frakta-
lu jak w poprzednim badaniu (n=4). Jeden z ukªadów zachowywaª zale»no±¢ stopnia
fraktalu z wielko±ci¡ sieci zgodnie z (14), natomiast drugi byª dwa razy wi¦kszy od
niego (a = 162). Wyniki symulacji tego do±wiadczenia znajduj¡ si¦ na rys. 24.
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Rysunek 23: Posta¢ fL w zale»no±ci od czasu symulacji wykonanej dla ukªadu o wy-
miarach 81x81 i stopniu fraktalu n=4.
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Rysunek 24: Posta¢ fL dla dwóch ukªadów o wymiarach 81x81 oraz 162x162. Ukªady
zachowuj¡ t¦ sam¡ geometri¦ dywanu Sierpi«skiego, której odpowiada stopie« fraktalu
n=4. Wyniki zostaªy znormalizowane do ilo±ci komórek w ukªadzie (fL/N).

4 Podsumowanie

W ukªadach o geometrii tworzonej losowo mog¡ pojawia¢ si¦ sytuacje, kiedy przepªyw
pªynu jest lokalnie zablokowany przez przeszkody lub ±cie»ka pªynu mocno si¦ zaw¦-
»a, a pr¦dko±¢ pªynu znacznie wzrasta (rys. 7, 8). Mi¦dzy innymi takie sytuacje maj¡
wpªyw na posta¢ VDF - ograniczony ±ciankami pªyn zwi¦ksza ilo±¢ wyst¡pie« pr¦dko±ci
z zakresu niskich warto±ci i analogicznie dla drugiej sytuacji. Je±li spojrze¢ na geome-
trie fraktalne, oczywi±cie pierwsza sytuacja nigdy nie wyst¦puje. Wraz ze wzrostem
stopnia fraktalu zmienia si¦ rozdzielczo±¢ ukªadu, dlatego zawsze jest przepuszczalny
niezale»nie od porowato±ci, a geometria zasadniczo si¦ nie zmienia. W przypadku dru-
giej sytuacji, kiedy pr¦dko±¢ wzrasta lokalnie, w dywanie Sierpi«skiego s¡ to zawsze te
same obszary ukªadu niezale»nie od stopnia fraktalu, co dobrze ilustruj¡ pola wektoro-
we (rys. 16, 18, 20). Prawdopodobnie ma to wpªyw na ró»nice pomi¦dzy funkcj¡ VDF
dla fraktali, a VDF dla ukªadów o geometrii tworzonej losowo. Z rys. 22 wynika, »e
VDF w dywanie Sierpi«skiego charakteryzuje si¦ wy»sz¡ warto±ci¡ wykªadnika. Jest
on wy»szy zwykle dla wysokich porowato±ci, gdzie pojawiaj¡ si¦ wi¦ksze pr¦dko±ci.
Bior¡c pod uwag¦, »e we fraktalach przepªyw pªynu jest mniej zaburzony przez regu-
larn¡ struktur¦ i brak takich sytuacji, jak wspomniano na pocz¡tku, taka posta¢ VDF
byªa oczekiwana.

Wyniki przedstawione na rys. 23 pokazuj¡, »e posta¢ VDF uzyskana z przepªywu
przez dywan Sierpi«skiego praktycznie nie zmienia si¦ w czasie. Zmiana pr¦dko±ci w
ukªadzie znacznie ustaªa po ok. 2000ts, dlatego tylko w przypadku symulacji trwaj¡cej
t = 500ts warto±ci nieco si¦ ró»ni¡. Z kolei patrz¡c na rys. 24, rozdzielczo±¢ równie» nie
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ma znacz¡cego wpªywu na posta¢ VDF. Wykresy s¡ takie same z drobnymi ró»nicami,
a wykªadnik γ pozostaje identyczny. Charakterystyczny pik wyst¦puj¡cy w okolicach
zera pojawiª si¦ ju» wcze±niej na wykresach VDF dla ukªadów losowych (rys. 9, 10)
oraz ukªadów o gemoetrii fraktalnej (rys. 17, 19, 21). Prawdopodobnie ma to zwi¡zek
z miejscami przy ±ciankach, a pomini¦cie tych fragmentów przy obliczeniach mogªoby
zªagodzi¢ ten efekt.
Warto przypomnie¢, »e pomi¦dzy ukªadami wykorzystanymi w symulacjach istnieje
jedynie niewielka ró»nica w porowato±ci, równa maksymalnie δφ = 0.1. Poza tym,
w ka»dej symulacji przepªywu przez dywan Sierpi«skiego przeszkody zostaªy wpro-
wadzone na górnej i dolnej ±ciance w ukªadzie, co nie tylko mo»e mie¢ wpªyw na
porowato±¢, ale te» na geometri¦. Chocia» te ró»nice s¡ niewielkie, warto si¦ upew-
ni¢, jaki daj¡ wkªad do wyników. Przede wszystkim, wykorzystanie wy»szych stopni
fraktalu, by zwi¦kszy¢ ró»nice mi¦dzy porowato±ci¡ ukªadów powinno stanowi¢ kolejny
krok w kontynuacji tych bada«. Szersza analiza wi¦kszych ukªadów znacznie je mo»e
rozszerzy¢, jak podobnie przepuszczenie pªynu o innych parametrach lub pod innym
k¡tem. Równie istotna b¦dzie analiza uzyskanej zale»no±ci z rys. 22, która wskazuje
na to, »e warto±ci ukªadaj¡ si¦ wzdªu» linii prostej.

Odpowiadaj¡c na postawione pytanie w rozdziale 3, dopasowanie funkcji wykªad-
niczej do wyników uzyskanych z przepªywu przez dywan Sierpi«skiego jest mo»liwe,
ale wykªadnik nie speªnia zale»no±ci z rys. 11. Z przeprowadzonych bada« wynika, »e
przepªyw przez geometri¦ fraktaln¡ charakteryzuje si¦ wi¦ksz¡ pr¦dko±ci¡, ni» prze-
pªyw przez ukªady z geometri¡ tworzon¡ losowo. Dywan Sierpi«skiego stanowiª dobry
wybór, jako pocz¡tek bada« zachowania pªynu we fraktalach, jednak warto przyjrze¢
si¦ równie» innym tego typu geometriom. My±l¦, »e warto rozpatrzy¢, czy dla bardziej
skomplikowanych fraktali zachowanie funkcji rozkªadu pr¦dko±ci b¦dzie podobne, czy
mo»e b¦dzie miaª zupeªnie inny charakter z mo»liwo±ci¡ dopasowania innego rozkªadu
ni» wykªadniczy.
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