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Definicja

 Rownanie rozniczkowe zwyczajne (jednej
zmiennej) rzedu n to rownanie wigzgce ze

sobg zmienng niezalezng (t) ze zmienng

zalezna (x) i jej pochodnymi dx d7x a7
G Jejp Ymi =, = e o

el dx d*x d"x o
’x'dt’dtz'm’dt" B




ROwnania autonomiczne

Rownania, ktore nie zalezg jawnie od zmiennej
niezaleznej

- dx d?x d"x\ )
% dt’ de2’ " dtn ]

Sg nieco tatwiejsze do rozwigzywania

Sg powszechne w fizyce, bo ,,fundamentalne
prawa natury nie zalezg od czasu”

d?x F

Przyktad: —— = — (druga zasada dynamiki Newtona)
Y 2 . g y



Autonomous

A differential is autonomous if it does not depend on the variable x.
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Rownanie rézniczkowe liniowe rzedu n jednej zmiennej x(t)

Rownanie rozniczkowe nazywamzedu h zmiennej zaleznej :t:(t), gdy F' mozna zapisa¢ w postaci kombinagc;ji
liniowej funkcji « i jej pochodnych:

> ai) 2+ ao 248 = by
i=1
gdzie:

o 2l _ pochodne rzedu i = 0,1, ..., n zmiennej zaleznej x(t) wzgledem zmiennej t,
a;(t),i=0,1,...,noraz b(t) — rézniczkowalne funkcje zmiennej ¢, niekoniecznie liniowe.
Innymi stowy: rownanie jest liniowe, gdy zmienna zalezna i jej pochodne wystepujg tylko w 1-szej potedze i nie ma wyrazow
zawierajacych funkcje zmiennej & czy funkcje jej pochodnych, np. sin z(t), exp(z®), In(z") itd.

Przy tym mamy dwa istotne przypadki:

¢ b(t) = 0 — wtedy réwnanie nazywa sie jednorodnym,
¢ b(t) # 0 — wtedy réwnanie nazywa sie niejednorodnym.

Autonomous F (/;K’ Y y’,y”, R y(ﬁ}) =0

A differential is autonomous if it does not depend on the variable x.
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Najwazniejsze rownanie!
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Prawo lekko elastycznych ciat
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1st order ODE i rownanie o zmiennych rozdzielonych

H Rovmonie.  vomeln pacdege F (x40 @)= 0
\ \ -
j; ) j = j-j-’r pat
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zmienna zalezna

rownanie \
~~ dy

Zmienna niezalezna

12
ale —

2

Przyktad

02

2

//—)

x?+y%=1

rozwigzanie

+ C C .
—_— = ——
2

warunek poczgtkowy

separacja zmiennych

obustronne catkowanie

obliczenie catek

wyznaczenie statej



Warunki poczatkowe — przyktad

rownanie rozniczkowe warunek poczatkowy
—— ==, y(0) =1
dx y

2 2
Y — X 4 o
> — ) | rozwigzanie ogolne
12 0?2 .
— = L C podstawienie warunku brzegq.
) ' do rozwigzania ogdlnego

wyznaczenie statej






2Nnd order ODE
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Przyktad: rownanie Newtona

d’x .
—_— X
dtz ( )
sprowadzamy do uktfadu dwoch rownan rzedu 1
poprzez wprowadzenie nowej zmiennej v = %
dx
—_— =P
dt
dv
— = F(x)



Przyktad: oscylator harmoniczny

k: stata sprezystosci
m: masa



Octave
Przyktad: oscylator harmoniczny

R f=@(xt) [x(2), -x(1)];
dx t =0:0.01:20;

S—— Vi x0=0.5; v0 =0;

dt sol = Isode(f, [x0, vO0], t);
plot(sol(:,1), sol(:,2));

— —X 0.8

dt 06
x(0) =0.5

(0) = YN

-0.2

k -0.41 : : 5 . : :

oglb—
-0.8-0.6-0.4-02 0 0.2 0.4 0.6 0.8

X
Isode-linear solver ODE



oscylator harmoniczny:
zaleznos¢ od czasu

x(t) « cos(wt)
v(t) « sin(wt)

plot(t, sol(:,2), "r;v;");
plot(t, sol(:,1), "b;x;");
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Punkty state,
orbity, atraktory, chaos

Punkt staty
(stabilny, przyciggajacy)

(ttumiony oscylator harmoniczny)
0.4

Orbita

(oscylator harmoniczny)

0.8
0.6}
0.4}

02} fo N
0.2
0.6 ]

ogl— o i
-0.8-0.6-0.4-02 0 0.2 0.4 0.6 0.8
X

-04 -0.2 0 02 04



Punkty state,
orbity, atraktory, chaos

Atraktor Dziwny atraktor
(oscylator Van der Pola) (atraktor Lorenza, obiekt 3D)
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Efekt motylz

te rownania sq nieliniowe...



Efekt motyla

Pot =~ 23
oba rozwigzania
nie maj3a juz ze soba
nic wspolnego




Przyktad

Réwnania Lotki-Voltery

du
dt
dv
dt
* Model uktadu
drapieznik (v) — ofiara (u);

=u(l—v)

=av(u—1)

a jest parametrem modelu

zebnolc populacji

lic
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Rownania Lotki-Voltery w Octave

Pk function dx = lotka_voltera (x, t)

_ dx = zeros(2,1); # wektor dwuelementowy

=u(l-v) ; # parametr

L u = x(1); # x to zmienne zalezne
Y svu—1 @ o
dt dx ' =u*(1-v); # pierwsze rownanie

dx(2) = a*v*(u-1); # drugie rdwnanie
endfunction
dwa rownania =

parametr x funkcji to lub:

dwuelementowy wektor

stanu; funkcja zwraca _ *(1_ * * _\.
prawe strony rownania f=@0xt) [xg') (1 XLZ))’ L2 XLZ) (XL]') 1));

jako wektor
dwuelementowy (dx)



Rownania Lotki-Voltery w Octave

czas (wektor 1xN) —> t = 0:0.01:20;
rozwigzanie > sol = lsode("lotka_voltera", [0.6,0.6], t);
(wektor 2xN) plot(sol(:,1), sol(:,2), "b");
e N N

%G S

uzycie wyniku warunek
- poczgtkowy
. (wektor 1x2)
15}
x
N o
©
©
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0
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ofiara



Wolfram Alpho

| solve (dx/dt = -x) wprowadzenie rownania

E| e ED

Assuming "solve” is referring to eguation solving | Use as a word instead

Input interpretation:

solve  x'(t) = -x inte r‘pretaCja

Separable equation

rownanie o zmiennych

(t .
O _ rozdzielonych

x(t)

klasyfikacja rownania:
pierwszego rzedu, liniowe,
Zwyczajne rownanie rozniczkowe

ODE classification

first-order linear ordinary differential equation

Differential equation solution:

x(t)=c,e”"

rozwigzanie ogdlne

Plots of sample individual solution:

Wykres rozwigzania dla
szczegodlnego warunku

“O=1" boczatkowego




solve (x"=-x, X(0) = 1, ¥(0) = 0) rOwnanie i warunki poczatkowe

E B B T

Input:

[x**(£) = =x(t), x(0) = 1, x(0) = 0} interp reta cja

ODE names:
klasa rownania

Autonomeous equation:

x"(t) = =x(t)

Van der Pol's equation:

x"(t) + x(t) =0

ODE classification:

second-order linear ordinary differential equation kla S\/fl ka Cja rownania:
drugiego rzedu, liniowe, zwyczajne
rownanie rozniczkowe

Alternate form:

b’ (8) + x(t) = 0, x(0) = 1, x"(0) = 0}

Differential equation solution: . .
rozwigzanie

Xx(t) = cos(t)

Plots of the solution:

TN wykres
(T | S

X




uktad rownan i warunki poczatkowe

| solve (X = y4z, y'=xz+1, 2= x#y+3, %(0)=1, y(0)=1, 2(0)=0)

E . B o

Input:

[x'(t) = y(t) + z(t), y'(t) = x(t) — 2(t) + 1,
z'(t) = x(t) + y(t) + 3, x(0) = 1, ¥(0) = 1, 2(0) = 0}

ODE classification

First-order system of linear differential equations

< chare | @ & @ A G

()

Terelital U alibn Ui,

x(i)=2t+4e"+3€" -6
yity==-2t-4e"" +5

Zt)=2t+3¢" -3

interpretacja

klasyfikacja:

uktad liniowych réwnan
rozniczkowych zwyczajnych
pierwszego rzedu

rozwigzanie



solve (X' = sin(x*t)) rownanie

- O ==

Input

interpretacja

x'(t) = sin(x(t) t)

ODE classification

klasyfikacja rownania:
pierwszego rzedu, nieliniowe,
Shoconte: o zwyczajne rownanie rézniczkowe

X’(t) — _1 ie-itx{n __1 ‘-eir.w(r)
2 2

first-order nonlinear ordinary differential equation

Plots of sample individual solution

wykres rozwigzania dla
d X(0) = 1 szczegolnego warunku

’ . poczatkowego
Sample solution family
Z Py wykres rozwigzania dla
: (sampling x(0)) k||ku Warunk(’)W

poczatkowych




Wolfram Mathematico

Solve a differential equation:

111~ DSolve[y'[x] +y[x] == a Sin[x], y[x], x]

O {5 0 €1+ a(-Cost+ Sinta) )}

Include a boundary condition:

"2~ DSolve[{y'[x] +y[x] == a Sin[x], y[0] == 0}, y[x], X]
Out[2]= 1 « X
{{y[x]—r-a ae’ (-1+¢€" Cos[x]-e SII'I[J{])}}
Obtain the general solution of a higher-order difterential equation:
"1~ DSolve[{y"[x] +4 y[x] == T}, y[X], X]

Outf1]- {{vm E ; +¢; Cos[2x] + ¢, Si“[“]}}

Particular solution:

"21= DSolve[{y"[x] +4 y[x] == 7, y[0] == 1, y'[0] == 2}, y[X], X]

Outf2]= {{Y[x] > % (7-3Cos[2x] +4 Sin[2 x])}}

DSolve



Solve a first-order ordinary differential equation: N DS O |Ve
"= s = NDSolve[{y'[x] == y[x] ~ Cos[x +y[x]], y[0] == 1}, y, {x, 0, 30}]

Out[1]

{{y - InterpolatingFu nction[ gﬁ?;ii: 35{2'-;?0-]} }}}

Use the solution in a plot:

n2l= Plot[Evaluate[y[x] /. s], {x, 0, 30}, PlotRange = All]

Out[2]=
Use the function and its derivative in a plot:
5= ParametricPlot[Evaluate[{y[x], y'[x]} /. s], {x, 0, 20}]

Qut[3]=

04}
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