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Pochodna infuicyjnie
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D@flﬂlCJO Pochodna funkcji

Def. Pochodng funkcji f w punkcie x, nazywamy wtasciwg granice (o ile istnieje)

L fGro + 1) = fxo)
1m .

Styczna

Interpretacja geometryczna

h—0 h

Réwnanie stycznej do f:

y = f(xo) + f'(x0) (x — Xo)

Rozpatrzmy wiec y(x) = x?

f * Oraz jej liniowe przyblizenie f(x) = 2x — 1
w okolicach punktu (xg, f (xg)):

2

151

=~ 1t

0.5

0

2%x-1

0

I
0.5

|
1.5 2



Pochodna = predkos¢ zmian
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Gradient (V)

e Gradient to predkos¢ zmiany jakiejs wielkosci
wzgledem odlegfosci

* gradient temperatury: 71, T,
VT ==

dx

e gradient ciSnienia:

dP
VP =




Fizyko

_x(t) potozenie

t) predkosSc = pochodna x(t) po t

a(t) przyspieszenie = pochodna V(t) pot

Droga = ) podtodtidot

=(pole powierzchni pod funkcjg V(t 08}
04}
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TI’OJ e kTO” a = krzywa, ktérqg zakresla w przestrzeni poruszajgcy sie obiekt



Przyktad - zadanie

Potozenie pewnego obiektu, ktory porusza sie
po linii prostej wzdtuz osi x, dane jest
rownhaniem

2
x(t)=§t3—6t2+10t, 0<t<7s

Jakg droge przebyt ten obiekt w ciggu
pierwszych 7 sekund ruchu?




Kiedy funkcja jest rosngca/malejaca?

* Obszar I: x(t) \+ '0 )]
jest funkcja s N E ]
rosnqcq | : !

v(t) =x'(t) >0 0 f---@

» Obszar II: x(t) -
jest funkcja e sfpooa
malejqcy i -

v(t) = x'(t) <0 PP S R N S A
« Granice S : | ; S
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Przyspieszenie

dv d*x
C=ar T ae
d(2t? — 12t + 10)

¢ dt

a(t) =4t — 12
a(t) =0 => t=3

 v(t) ma minimum
dlat=3
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Pochodne s3 uzyteczne
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Badanie funkcji

Funkcja x(t) Potozenie samochodu
* Dziedzina * Kiedy ¢l moze jezdzi¢?
* Przeciwdziedzina * Gdzie ghmp Mmoze jezdzi¢?
* Punkty nieciggtosci  Czy émip moze sie teleportowac?
* Ekstrema funkc;ji * Kiedy @l zmienia kierunek jazdy?
* Przedziaty * Kiedy &l utrzymuje kierunek
monotonicznosci jazdy?
* Punkty, w ktorych  Czy @ odbija sie od $ciany
C e L A
pochodna nie istnieje jak §0)?
* Punkty przegiecia . Kied;ﬁ hamowanie <> gaz?

Jest tatwe i intuicyjne



Pochodna funkgcji jest funkcjg

Niech f: A 2 R — R bedzie rdzniczkowalng
funkcja rzeczywista. Wtedy kazdemu punktowi
X € A mozna przyporzgdkowac pochodng
funkcji f w tym punkcie. Funkcje te nazywamy
funkcjg pochodng f

d

Operator —
dx

Skoro %f jest funkcjg pochodng funkgji f,

d . , . .
to —~ mozna potraktowac jako odwzorowanie

zbioru funkcji w zbior funkciji.
Takie odwzorowanie zwie sie operatorem.



Rozniczkowalnosc¢ a ciggtosc

e Kazda funkcja rozniczkowalna jest ciggta

* Ale nie kazda funkcja ciggta jest rozniczkowalna

e
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Dygresja: klasa funkcji C"

Symbolem C™ oznacza sie zbidr wszystkich
funkcji, ktore sg n-krotnie rozniczkowalne,
przy czym n-ta pochodna jest ciggta
Symbolem C° oznacza sie zbidr wszystkich
funkcji ciggtych

Symbolem C* oznacza sie zbidr wszystkich
funkcji rozniczkowalnych dowolng liczbe razy
(tzw. funkcji gfadkich)




Podsumowanie

(af) =a-f’
fFf+9)=f+4g
Ffg)'=f'g+fg

-+ (8)-225
i)~ \f f?
(Flg@)) =F(g()g' )
-1\ _ 1
(r') =5
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* Jezelidla pewnegoc € Rlubc = +o0
o lim f(x) =limg(x) = 0lub +
('_U X—C X—C
o 2 oraz istnieje (wtasciwa) granica
S @ _ f'(x)
o 0 lim —
o = x—=c g'(x)
g to
f) o f(x)
lim——= = lim
xocg(x)  x-cg'(x)




Przyktady

o im 22 — 4
x—=>0 X
bo lim [Sin(:?] = lim cos(x) _ 1
x—0 (x) x—0
e |im InGo) _ 0
XxX—>oo X
bo lim L)Y = lim Ux _ =0

X—00 (x)’ x—o00 1



Pochodna funkcji odwrotnej - dygresjo

1.3.2 Pochodna funkcji odwrotne;j.

Jesli z=g(y) jest funkcja odwrotna funkcji y=f(x) to
1
! __
T

Przyktadowo, x = Iny jest funkcja odwrotnag funkcji
y = e”.

1 1 1
hnhy) =——=— = —. R
( y) (em)[ e y (lnx) _ x
(sinx)’ = cos x
(cosx)' = —sinx

(arcsinx)’ = .
V1-x2
-1

arccos x)' =
( ) —

(arctgx)' = —

(arcctg x)' = —

1+x2



1.3.5 Pochodna funkcji wektorowe;.

Funkcja wektorowa bedziemy nazywali wektor, kto-
rego skladowymi sa funkcje skalarne (czesto jedne;
zmiennej). Przyktadowo, taka funkcja zalezna od cza-
su jest wektor predkoéci poruszajacego sie ciata U(t) =
(02 (£), 0, (£), 02 (1)):

Zasady rézniczkowania funkcji wektorowej jednej zmien-
nej F(t) (t - jest tu zmienna niezalezna, wzgledem kt6-
rej bedziemy rézniczkowad) nie wymagaja innych regut,
niz podane wyzej. Obliczamy po prostu pochodne skta-
dowych:

dt — \ dt ? dt ’ dt



1.3.6 Druga pochodna i pochodne wyzszych rzedow.

Druga pochodna jest to pochodna pierwszej

F11(z) = df(;g:) B

Oznaczamy ja takze tak

&S
o dz?|
Analogicznie okre§lamy pochodng n-tego rzedu:
d f" ()
(n) () = _
Fo (@) = H—

d’n
——f ()

dx™




Pochodne wyzszych rzedow

e Skoro pochodna funkcji sama moze byc
funkcjg, to sama moze miec¢ swojg pochodng

© FI@ G, £, fD ),

s L0, S (), f ()
+ Df(x), D*f (%), D3f (x), .
c fe0, F@), F)



Pochodna czgstkowa

\partial “de krecone”

1.3.7 Funkcja wielu zmiennych — pochodne czastkowe.

Jesli mamy funkcje wielu zmiennych, np. trzech,
f(x,y,z), to pochodna czastkowa wzgledem okreslonej
zmiennej, np. x, jest pochodna funkcji f wzgledem tej
zmiennej przy traktowaniu pozostatych zmiennych jak
state. Taka pochodna oznaczamy

of (z,y, 2)
ox '

Pozostale dwie pochodne czastkowe funkcji f(x,y, z) to
0f(@,y,2) 0f(x,y,2)
oy ' 0z




ROzniczka

2.1 Rodzniczka funkcji jednej zmiennej

Najprosciej mowiagc, rézniczka jest nieskonczenie malym
przyrostem danej wielko$ci (zmiennej, funkcji); przykila-
dowo: drogi, czasu, ciSnienia, etc.

Y-y

mnozac ja przez dx

4 —dz = f'(x)dz,

dx
i upro$émy dz po lewej stronie. Otrzymamy
df = f'(z)dz

UzyskaliSmy przepis jak obliczy¢ rozniczke funkcji.

Przyklad. Obliczenie rdzniczki funkcji  sin®z:
d(sin” z) = (sin® z)'dz = 2sin z cos z dz = sin(2z) dz.




ROzniczka

df = f'(z)dx

2.2 Rodzniczka funkcji wielu zmiennych

Jesli mamy funkcje n zmiennych f(xq,zs,---,2,) to
rézniczka tej funkeji df wyraza sie wzorem

of of 8f
df = —d ——d
i = 0xq Tt Oxo T2 T 8:1:n
gdzie dxq,dxs,--- ,dx, sa przyrostami poszczegdlnych
zmiennych, za$ df jest calkowitym przyrostem funkcji
f.
Przyktadowo, dla funkcji ktéra zalezy tylko od poloze-
nia (czyli od wspétrzednych z,y, 2)

df = fdw+ 8§dy+ 8£

~——dz,,




Przyktad: objetosc kuli

* Kulka z fozyska tocznego ma srednice 2,3 mm,
CO 0zhacza, ze objetosc kulki wynosi
wd?3
V= e ~ 6,3706263027 mm?

Doktadnosc¢ suwmiarki, ktorej uzyto do
pomiaru srednicy kulki, wynosi 0,1 mm. Jaka
jest doktadnos¢ pomiaru jej objetosci?



f(x) = f'(xo) - (x — x0) + f(x0)

V(d) = V'(dy) - (d —dy) +V(dp)

V(d) —V(dy) = V'(dy) - (d —dyp)
AV = V'Ad

/
|AV| = [V'] - |Ad]
Oszacowanie Wspotczynnik Niepewnosc¢
niepewnosci proporcjonalnosci, wartosci
zmiennej czyli pochodna zmiennej

zaleznej V(d) niezaleznej



Ogdlny wzér
na niepewnos¢ pomiarowa

[Af()] = If (x)] - |Ax

AV| = |V'| - |Ad]|
Oszacowanie Wspotczynnik Niepewnos¢
niepewnosci proporcjonalnosci, wartosci
zmiennej czyli pochodna V'(d) zmiennej
zaleznej niezaleznej
d3 rd3™ ! wd?
Vi d)=— = V'(d)=3- =
() =— (@ — ==
2 2 32

/A :

V=637 +0 83 mm°



Notacja

d=230+0,1 mm

V=6,37 + 0,83 mm?®
A

2 cyfry znaczace

alternatywny (zalecany) zapis:

V =6,37(83) mm?



Dlaczego to dziata?

22 23 24 25 2.6

2.1




Btgd pomiarowy
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Szereg Taylora

* Szereg Taylora fun

w ktorym ta funkcj

nieskonczenie wie

f()

f(a) + (x

czyli

kcji f(x) w punkcie a,
a jest rozniczkowalna

e razy, definiuje sie wzorem

f"(a)

2 (x —a)* +

—a) +

> £
Z f l(a) (x — @)
n.
n=0



/bieznosc¢

* Nie ma gwarancji, ze szereg Taylora funcji f
wzgledem a jest zbiezny do f dla kazdego x

* Bywa, ze jest zbiezny tylko w pewnym
otoczeniu punktu a

* O funkcji f, dla ktorej jej szereg Taylora
w punkcie a jest zbiezny do f(x) w pewnym
otoczeniu tego punktu, mowi sie, ze jest
funkcjg analityczng w a.



Aproksymacja

e Szereg Taylora czesto sie ucina na kilku
pierwszych wyrazach, tworzgc tzw. wielomian
Taylora

* Jest to zwykle doskonaty sposdb aproksymaciji
funkcji w poblizu wybranego punktu

* Wielomian Taylora stopnia 1 daje znany ham
wzor

fix) = fla) + f(a)(x —a)



Pochodna numeryczna

flx+h) —fx)

h
f)+ (R + %f”(ﬁif)hz —f()
- h

~ f'(x) + 0(h)

fx+h) = flx—h)
2h

G+ [ 0Oh + 5 FAEOR2 — [F6) - £ (Oh + 5 [eRY]
) 2h



Pochodna numeryczna

flx+h) —f(x)

h
f)+ (R + %f”(@hz —f()
- h

~ f'(x) + 0(h)

fx+h) = flx—-h) doktadniejszy wzor

2h
Fa) + f'(x)N WM — ' @h + 5 6]
~ \ / 2h

~ f'(x) + 0(h*)
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