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Definicja ciagu

Ciag - przyporzadkowanie wszystkim liczbom naturalnym z przedziatu od 1 do n lub wszystkim
liczbom naturalnym elementow z pewnego zbioru.

Przyktady ciggow:
* Ciag liczbowy: 1,2, 3,4, 5,6, ... - ciag kolejnych liczb naturalnych.
e Ciag zwierzat: kot, pies, krowa, ko , owca, kura, . . .
e Cigg skonczony: 1,2,3,4,5
e Cigg nieskonczony: 2,4, 8,16, ...
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Ciag to funkgcja:
fin—a,

czyli
f(n) = an

Stownie: funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej n jej odpowiedni wyraz ciggu a,.

Etykiety (labels)
n=1{1,2,...}

Wyrazy ciggu (terms):

Ap — {a17a'27a37 .- }
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Przyktady ciggow liczbowych

e 1,2,3,4,5,6,... - ciag kolejnych liczb naturalnych.
2,4,6,8,10,12,14,... - ciag kolejnych liczb parzystych dodatnich.

1,-1,2,-2,3,—-3,4,—4, ... - naprzemienny cigg liczb dodatnich i ujemnych.

e1 1l 1 1 1 1 1
Y2747 87167 327 647 °

3,9,27,81,243, ... - ciagg kolejnych poteg 3.
80,77,74,71,68,65,62,59, 56, ... - ciag malejacy.

.. - malejacy cigg utamkow.
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Wzor ogdlny ciggu
Wzor ogolny ciggu - to reguta (funkcja), wedtug ktorej powstaje dany ciag.

e Zamiast pisa¢: f(n) = 2n dlan € N, napiszemy krétko: a,, = 2n.
e Zamiast pisaé: f(n) = n? dlan € N, napiszemy krétko: a,, = n?.

e Zamiast pisat: f(n) = (—1)" - == dlan € N, napiszemy krétko: a, = (—1)" - 5.
Uwaga: (—1)™ = 1 dla n parzystych i (—1)"™ = —1 dla n nieparzystych.
Wzor rekurenycyjny ciagu
Wzor rekurencyjny ciggu - to reguta, wedtug ktorej powstaje dany cigg, w ktorej kolejne wyrazy
zalezg od poprzednich.

* a1 =1,a,:1 = a, + 2 - cigg arytmetyczny o roznicy 2.
e a1 =1a,:1 =2-a, - ciag geometryczny o ilorazie 2.

o o 1\ :
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Ciggi arytmetyczne i geometryczne - porownanie

Cigg arytmetyczny:

e Wzébr nan-ty wyraz:a, = a; + (n — 1)r

* Suma wyrazéw: S, = 41 .
Z . Ap_1-+a,
e Srednia arytmetyczna: a,, = 1; !

Ciagg geometryczny:

e Wzér na n-ty wyraz: a,, = aj - "}
; 1—qg™
e Suma wyrazéw: S,, = aj - 1_qq

e Srednia geometryczna: a, = 1/Gn_1 * Qpy1
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Tabela porownawcza:

Ciag Wzor na n-ty wyraz  Suma wyrazow Srednia
. __ aita, _ Qp-1taps1
Arytmetyczny ap=a1+(n—-1)r S,=-"52'n a,= :
G _ n—1 oy 1—¢" _
eometryczny a, = aj - q n =01 G- Gp = 4/0Gnp-1"Qny1
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Ciag geometryczny

Cigg geometryczny definiujemy jako cigg, w ktorym kazdy wyraz powstaje przez pomnozenie
poprzedniego przez statg liczbe q (iloraz ciggu):

a1 =a1-1=a;-q

az = a1-q=ai-q

a3 =az-q=a-q

q

a4:a30q:a1-

ap = Qp—1°-q = a1 *q
lloraz ciggu geometrycznego wyraza sie wzorem:

An+1 L
an
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Przyktad:
Jezeli a1 = 2 oraz q = 2, to kolejne wyrazy ciggu to:

a1 =2 a;=2-2=4 q3=2-22=8 q4,=2-2°=16 a;=2-2°=128
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Suma ciggu geometrycznego

Suma wyrazéw ciggu geometrycznego S, wyraza sie wzorem:
Sp=a1+astaz+-+a,=a1(l+q+q¢>+ - +q¢" ")
Dla sumy skonczonej, wzor na sume jest:

1—gq
1—gq

Sn:a’l.

Jesli ¢ > 1, suma ciggu geometrycznego rosnie w nieskonczonosc.

Jesdli |q| < 1, to suma ciagu geometrycznego dazy do:
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Cigg arytmetyczny
Cigg arytmetyczny definiujemy jako cigg, w ktorym kazdy wyraz powstaje przez dodanie do

poprzedniego wyrazu statej liczby r (roznica ciggu):

ap=a;+0-7 ay=a;+1-r as=a;+2-r as=a;+3-r a,=a1+(n—-1)-r
Roznica ciggu arytmetycznego wyraza sie wzorem:

An+1 — Ap =T
Przyktad:

Jezelia; = 1 oraz r = 2, to kolejne wyrazy ciggu to:
ap =1 ar=14+2=23 a3 =1+4+2.-2=25 a,=1+3-2=7 a; =14+6-2=13
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Suma ciggu arytmetycznego

Suma wyrazdw ciggu arytmetycznego S,, wyraza sie wzorem:

ai + (02
S,=a1+ay+azs+---+a, = 5 .
Przyktad:
Jezelia; =1, a, = 100 oraz n = 100, to suma wynosi:
1+ 100 101
S100 = +2 - 100 = 5 100 = 5050
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Suma ciggu arytmetycznego (Gauss)

Nauczyciel Gaussa kazat uczniom zsumowac liczby od 1 do 100. Gauss niemal natychmiast podat
wynik 5050. Jak to zrobit?

Rozwazmy sume kolejnych liczb naturalnych od 1 do 100:
Swwo=1+24+3+---+99+100
| dodajmy do nigj te samg sume w odwrotnej kolejnosci:
S100 =1004+994+98+4---+2+41
Mozemy teraz zauwazy¢, ze suma obu tych ciggow wynosi:

25100 = 101 +101 + 101 + --- + 101 + 101 = 101 - 100

101 1+ 100
S190 = — - 100 = il .

100
2 2
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Majac
101 14100
S100 = — - 100 = - 100
2 2
sume te mozna uogolni¢ dla dowolnego ciggu arytmetycznego:
ai + (027
Sn — °
5 n

gdzie a1 to pierwszy wyraz ciggu, a, to n-ty wyraz ciggu, a n to liczba wyrazow ciggu.
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Skad sie wzigt wzor na sume geometrycznego?
Rozwazmy sume ciggu geometrycznego:
Sp,=a1+ay+ag+---+ay,
Pomndzmy te sume przez iloraz ciggu q:
q-Sp=a1-q+taz-qtaz-q+---+an-q
Odejmijmy od powyzszego rownania pierwotne rownanie sumy:
q-S,—Sp=a1-q+az-q+az-q+---+a,-q—ar—az—az—---—ay

Zauwazmy, ze wiele wyrazow sie skroci:

q-Sp—Sy=ap-q—a

Zatem:;
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Gdy mamy niekonczacy sie cigg geometryczny gdzie |q| < 1, to suma wyrazéw tego ciggu wynosi:

ai
S =
1—gq

Suma nieskonczona jest rowna:
S:a1+a1-q+a1-q2+a1-q3+---:a1-(1+q+q2+q3+...)
Zauwazmy, Ze w nawiasie mamy:

Z=(01+g+¢+¢+..)=1+q-1+q+¢+¢+...)=14q-Z

Zatem:
1

[l = —-

l1—gq
A wiec suma nieskonczona ciggu geometrycznego wynosi:
a
S = ai - 4 = =

l1—gq
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Ciagi - dalsze przyktady
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Liczby Fibonacciego
Cigg Fibonacciego to cigg liczb naturalnych, w ktérym kazda liczba jest sumag dwoch poprzednich
liczb, zaczynajgc od 0 i 1:
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, ...
Wzor na n-ty wyraz ciggu Fibonacciego:
F,=F, 1+ F,
Pierwsze dwadziescia wyrazéw ciggu Fibonacciego to:

Fo | Fy | Fy | F3 | Fu | Fs | Fg | F7 | Fs | Fo | F1o | F11
0 1 1 2 3 5 8 113121 |34 | 55 89

Fig
4181

Fiy
377

Fis
610

Fie
987

Fi7
1597

Fig
2584

Fiy
144

Fi3
233
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Cigg zostat omowiony w roku 1202 przez Leonarda z Pizy, zwanego Fibonaccim, w dziele Liber abaci
jako rozwigzanie zadania o rozmnazaniu sie krolikow.

Mamy wzor rekurencyjny, ale czy jest wzor ogolny na n-ty wyraz ciggu Fibonacciego?

1+/5
2

o L 1+v5) 1 (1-+v5)\
" V5 2 V5 2 '

Uzywjac ztotej propordgji ¢ = , mozna obliczy¢ n-ty wyraz ciggu jako:
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Liczby Catalana

Liczby te zostaty po raz pierwszy wprowadzone przez Leonarda Eulera w XVIII wieku, ktéry badat
liczbe podziatow wielokatow na trojkaty. Zostaty nazwane na czesc Eugene Charlesa Catalana, ktory
rozwazat je jako liczbe sposobow rozmieszczen nawiasow w wyrazeniach matematycznych.

Cigg liczb Catalana to cigg liczb naturalnych:
1,1,2,5,14,42,132,429,1430,4862,. ..

Wzor na n-ty wyraz ciggu Catalana:

o ! (2n): (2n)!

n+1\n (n+ 1)In!
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Serial Lost

W serialu Lost pojawia sie ciag liczb: 4, 8, 15, 16, 23, 42. Ich suma wynosi 108. Co 108 minut w serialu
resetuje sie stacja badawcza.

Link: https://oeis.org/A104101
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Liczby pierwsze

Ciag liczb pierwszych to cigg liczb naturalnych, ktore sg wieksze od 1 i majg doktadnie 2 dzielniki: 1 i

sama siebie.
2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, ...

Wzor na n-tg liczbe pierwsza:

p, = nth prime number =777
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Wolfram Alpha

Czasami warto skorzystac z Wolfram Alpha, aby znalez¢ wzory na ciggi liczb: przyktad.

OEIS - The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences

The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences (OEIS) to internetowa encyklopedia ciggow liczb
catkowitych. Zawiera ponad 300 tysiecy ciggow liczb, wraz z informacjami na ich temat.

Przyktady ciggow z OEIS:

* Cigg Fibonacciego: A000045

® Cigg liczb Catalana: AO0O0108

® Ciag liczb pierwszych: AO00040

e Podziat tortu n-cieciami: $1, 2, 4, 8, 15, 26, 42, 64, 93, 130, ... $A000125

Zawiera tez wartosci kombinagji statych matematycznych i fizycznych!
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Szeregi
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Szereqi

Sumy czesciowe

Dla danego nieskoinczonego ciggu liczb rzeczywistych (a,,) definiuje sie N-ta
sume czesciowa tego ciggu (lub sume czesciowa szeregu) jako

N
sN:Zan:a0+a1+az+...+aN.

n=0

Ciag (sy) nazywamy ciagiem sum czesciowych.

Definicja szeregu

Szeregiem nazywamy ciag sum czesciowych (s ) utworzony z wyrazdw ciagu (a,,).
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Suma szeregu

Jezeli istnigje granica ciggu sum czesciowych:

S = lim sy,
N—oo

to liczba S nazywana jest suma szeregu. W takim przypadku moéwimy, ze szereg jest zbiezny.

Jezeli taka granica nie istnieje lub jest nieskonczona, to szereg jest rozbiezny i nie ma sumy
witasciwej.

Suma szeregu

Sume szeregu zapisuje sie symbolicznie jako

o0
Zan:a0+a1+a2+a3—|—...
n=0
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Rownania nowego typu:
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Ciag i szereg harmoniczny

Mikotaj Oresme, (ur. okoto 1320, zm. 11 lipca 1382) — francuski sredniowieczny filozof i katolicki
biskup. Prowadzit badania w zakresie matematyki, ekonomii, fizyki i astronomii. Ponadto byt
uznanym ttumaczem i komentatorem dziet Arystotelesa.

Do jego osiggniec zalicza sie: tworzenie francuskiej terminologii naukowej, w matematyce -
wprowadzenie potegi w wyktadniku utamkowym i udowodnienie rozbieznosci szeregu
harmonicznego, w astronomii — koncepcje dobowego ruchu Ziemi, w ekonomii — pionierskie prace
na temat teorii pienigdza.

Wiemy, ze:
1 1 1
1—|—§—|-Z—I-§+...zbiegad02
Co zrobic z bardzo podobnym wyrazeniem?

1+1+1+ + - Z—
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Dowod Oresme na rozbieznosc¢ szeregu harmonicznego:

Oresme zauwazyt (ok 1380 AD), ze mozemy podzieli¢ cigg na grupy:

14 (L) 4 (242
2 3 4

a pozniej napisac nierdwnosc

)+ (

1_|_1_|_1_|_1
5 6 7 8

t (2) (o ) (2t D) s o1 (2) (2o
2 3 ' 4 5 6 7 8) 2 4

Prawa strona

1—|—1—|—1—|—1-|—
S S S e e = OO
2 2 2
czyli
= 1
DRSS
n

I
[y
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Co ciekawe, jesli bedziemy miec naprzemienny cigg harmoniczny to ten jest skonczony:
< (-1

2

n=1

= 1n2

Zwrocmy rowniez uwage na tzw. funkcje zeta Riemanna:

@)=Y

T
n=1 n

Trwajg wysitki by znalez¢ miejsc zerowe tej funkgji, poniewaz sg one zwigzane z liczbami pierwszymi.
Jest to jedno z najwazniejszych nierozwigzanych problemow matematycznych.

Ciekawostka: ((2) = %2. Tak, to jest rownos¢!

e n2 6
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Indukcja matematyczna

Indukcja matematyczna to metoda dowodzenia uzywana do wykazania prawdziwosci pewnego
twierdzenia dla wszystkich liczb naturalnych. Proces ten sktada sie z dwoch etapow:

1. Krok bazowy: Wykazujemy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla pierwszej liczby naturalnej

(najczesciej n = 1).

2. Krok indukcyjny: Zaktadamy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla pewnej liczby naturalnej n = k
(tzw. zatozenie indukcyjne), i wykazujemy, ze jest ono prawdziwe rowniez dlan = k + 1.

Jezeli oba kroki zostang spetnione, wowczas zgodnie z zasadg indukcji matematycznej twierdzenie

Jjest prawdziwe dla wszystkich liczb naturalnych.
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Przyktad: Udowodnij, sume szesciandw liczb naturalnych da sie zapisac jako:

st n+1)

1. Krok bazowy (dla (n = 1)):
12(1 — 1)2
92

Lewa strona = Prawa strona, wiec dla (n = 1) rownanie jest prawdziwe.

1° =

2. Krok indukcyjny (dla (n = 2)):
22(2 -+ 1)2
22

Zatem lewa strona = prawa strona, czyli g = g, co oznacza, ze dla n = 2 réwnanie rowniez jest

1° +2° =

prawdziwe.
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1. Zatozenie indukcyjne:

Zaktadamy, ze dla pewnej liczby n rownanie jest prawdziwe:

Zk?, n+1)

4. Dowod dla n + 1:

Musimy wykazac, ze:

§k3 (n+ 1)2(n + 2)?

Dodajemy (n + 1) do obu stron:

2 12
L= Zk3 +(n+1)3 _nntl +(n+1)3
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Uproszczenie:

Po dalszych przeksztatceniach:

Ostatecznie:
~ (n+ 1)?(n + 2)?
92

Dowdd zakonczony, wiec twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich n > 1.

www.ift.uni.wroc.pl/~rdurka/matissp



