MatISSP — Pochodne

Rachunek rozniczkowy (pochodne)
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Wprowadzenie

Rachunek rozniczkowy to dziat matematyki zajmujacy sie badaniem zmian wartosci funkcji w
zaleznosci od zmian jej argumentu.

Podstawowym narzedziem rachunku rozniczkowego jest pochodna funkgji.

Historia rachunku rozniczkowego siega XVII wieku, kiedy to Isaac Newton i Gottfried Wilhelm
Leibniz niezaleznie od siebie opracowali podstawy tej dziedziny matematyki.
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Kluczowymi pojeciami w rachunku rézniczkowym sa:

e Pochodna funkcji: miara szybkosci zmiany wartosci funkcji wzgledem zmiany jej

argumentu.

e Rodzniczka funkgji: przyrost wartosci funkcji odpowiadajgcy nieskonczenie matemu

przyrostowi jej argumentu.

e Styczna do wykresu funkgji: prosta, ktora dotyka wykresu funkcji w jednym punkcie i ma
wspotczynnik kierunkowy rowny wartosci pochodnej w tym punkcie.

e Reguty rozniczkowania: zestaw wzordw i zasad umozliwiajgcych obliczanie pochodnych
funkcji ztozonych, iloczynow i ilorazow funkcji oraz funkcji elementarnych.
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Zastosowania rachunku rézniczkowego

Rachunek rézniczkowy znajduje szerokie zastosowanie w fizyce, inzynierii, ekonomii, biologii i
Innych dziedzinach nauki, gdzie analizuje sie zmiany i dynamike zjawisk.

e Optymalizacja: pochodne sg uzywane do znajdowania ekstremow funkgji, czyli punktow
maksymalnych i minimalnych.

e Szereg Taylora i Maclaurina: narzedzia do aproksymacji funkcji za pomocg wielomianow w
poblizu okreslonych punktow.

e Szybkosc¢: pochodna funkgcji w danym punkcie informuje nas, jak szybko zmienia sie
wartosc funkcji w tym punkcie.

e Kierunek zmiany: znak pochodnej (dodatni lub ujemny) wskazuje, czy funkcja rosnie czy
maleje w danym punkcie.
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Pochodne funkgji jednej zmiennej
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lloraz roznicowy

lloraz roznicowy funkcji to przyrost wartosci funkcji do przyrostu argumentu, czyli:

f(z1) — f(xo)  f(mo+h)— f(zo)  f(zo+h)— f(zo)

T1 — Zg (zo + h) — g h

Definicja
Pochodna funkgji w punkcie x( to granica ilorazu roznicowego, jesli ta granica istnigje:

#(z) = lim f(zo+ h) — f(zo)

h—0 (CU() + h) — I

#(zg) = lim f(zo+ h) — f(zo)

h—0 h

Jesli funkcja f ma pochodng w kazdym punkcie swojego dziedziny, to mowimy, ze funkcja jest
rozniczkowalna.
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Interpretacja geometryczna

Pochodna funkcji w punkcie to wspotczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkgji w tym
punkcie.

f'(zo) = tan(a)
gdzie a to kat nachylenia stycznej do wykresu funkcji w punkcie .

Link: https://www.geogebra.org/m/fdSYJtym
Interpretacja fizyczna

Pochodna mowi nam jak szybko zmienia sie wartosc funkcji w danym punkcie. Pochodna funkgji
opisujacej potozenie ciata w czasie to predkosc tego ciata w danym momencie czasu:

v(t) = z'(t)

gdzie v(t) to predkos¢, a (t) to potozenie ciata w czasie t.
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Fizyka vs Matematyka

W fizyce czesto uzywa sie notacji Leibniza dla pochodnej, czyli %, co podkresla zwigzek

miedzy zmiang wartosci funkcji (dy) a zmiang jej argumentu (dx).

W matematyce natomiast czesciej uzywa sie notacji, czyli /().

Definicja
Argument funkgji
Wartosc funkgji
Pochodna
Skrécony zapis
Drugie pochodne

Sktadniki rozniczkowe
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Fizyka
t (czas)
X(t) (potozenie)

d:flgt) (predkosc)

z(t)
Z(t) (przyspieszenie)
dt, dx

Matematyka
X (zmienna niezalezna)
f(x) (wartosc funkgji)

%(;) (pochodna funkgji)

f'(z)
f"(x) (druga pochodna funkgji)
dz, df
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Reguty rozniczkowania
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Podstawowe wzory gdy mamy funcje f(x) i g(x) oraz stata c:

e Pochodna sumy funkgji jest rowna sumie pochodnych funkgji

(f(z) +g(x)) = f'(2) + 9'(2)

e Pochodna roznicy funkgji jest rowna roznicy pochodnych funkgji

(f(z) —g(x))" = f'(2) — g'(2)

e Pochodna iloczynu funkgji i statej jest rowna iloczynowi pochodnej funkgji i statej

(c- f(z)) =c- f'(z)
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e Pochodna iloczynu funkgji jest rowna pochodnej pierwszej funkcji pomnozonej przez druga
funkcje plus pierwsza funkcja pomnozona przez pochodng drugiej funkgji

(f(z) - g(x)) = f'(z) - 9(z) + f(z) - g'(x)

e Pochodna ilorazu funkgji jest rowna roznicy iloczynu pochodnej pierwszej funkgji i drugiej
funkcji od pierwszej funkgji i iloczynu pochodnej drugiej funkgji i pierwszej funkgji
podzielonej przez kwadrat drugiej funkgji

(L) y _ Le)ole) @) d/@)
9(z) (4())°
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Wzory na pochodne funkgji elementarnych

Ostatni przypadek tez da sie rozwigzac korzystajac z wzoru na pochodng ilorazu funkgji, gdzie
gorna funkcja to 1, a dolna to x:

(l)/ — (l . 1)/ _ 1i1-1z _ 1—2z _ _ 1

x T x? S oxz x?2
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Pochodna funkcji wyktadniczej

(e®) = e” (e do potegi x jest jedyna funkcja, ktérej pochodna jest réwna jej samej). Dlaczego?
Przyjrzyjmy sie definicji funkgji wyktadniczej e” = lim,, ,(1 + %)n

Korzystajac z definicji pochodnej mamy:

. z+h . x ,h__ _x . h__
(e®) = limp_0 &% = limy_,0 =5 = €” - limy,_,¢ <= L—e?.1=¢"
Mozemy tez skorzystac z rozwiniecia w szereg Taylora:
) — (1 T x> z3 /_0_|_i_|_2_:13_i_3_332_|_ —1_|_l_|_$_2_|_ — LT
(e)_( +F+T+?+"')_ 1! 2! 3! Tt 1! 2! oo — €

Przy okazji zauwazmy, ze:

(@)’ = a® - In(a) (z inng podstawa niz e to juz tak nie dziata!) Skad wiemy, ze taki wynik jest
poprawny? Przypomnijmy sobie, ze a® = e'™(@") = ¢=1n(a) Korzystajac z reguty rézniczkowania
funkgji ztozonej otrzymujemy: (a®)’ = (e*M@))! = e=10(9) . (In(a))’ = a® - In(a).
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*5fy THE THREE HAFFY FRIENDS
WERE JUST STANDING THERE,
MINDING THEIR owN BUSINESS,,.”

2

e L o o o D

"...WHEN SUDDENLY... OH NO.., e , "

“BUT WAIT... ITS OK. HE'S JUST “BUT, OH NO, HERE HE (OMES “I CAN'T BEAR TO WATCH THIS.
GOING TO POOP HIM RIGHT BACK AGAIN! RUN! RUN AWAY!.., DAIN, HE'S MAULING MR € TO DEATH!
OUT UNHARMED, THANK GOD,” ITS TOO LATE, HE'S GOT MR er!» SWEET FANCY MOSES!™

“ THERE'S e¥ BLOOD AND GUTS "RUN, MR ¥X RUNT THERE'S NO
SPELING ALL OVER THE PLACE! TELLIN' WHAT THAT -& BASTARD
OH, THE HUMANITY t11® IS GONNA DO TO YOUR SORRY A55...7

OK} BILLY,
THAT'S ENOUGH,

S5IT DOWN, x-"'
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Pochodne funkcji trygonometrycznych:

(sin(z))’ = cos(x)

(cos(x))’ = — sin(x)

Dlaczego? Przypomnijmy sobie, wzory na funkcje trygonometryczne:
. x?’ x5 £U7

sin(z) =z — 5 + & — &+ ...

cos(w)zl—g—?Jrﬁ—?—”g—?Jr...

Jesli wezmiemy pochodna funkgji sin(x) to otrzymamy:

. 23 . 22 4 22 4
(sin(z)) =(z— L+ 4 +..)=1-2 422 4 =1-—L +2Z +. .. =cos(z)

Analogicznie dla funkgji cos(z):

.’132 584 I 333 .’B3 .’E5 :
(cos(z)) =(1-4 +4 +..)=0-&+2 4 . . =—z+ L — L 4... = —sin(z)
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Pochodna z funkgji ztozonej

Jesli mamy funkcje ztozong f(g(x)) to jej pochodna to:

(f(g(x))) = f(9(z)) - 4'(x)

Jesli mamy funkcje f(z) = sin(z?) to jej pochodna to:
(sin(z?))" = cos(z?) - (%) = cos(z?) - 2z

Czesto studenci maja problem z zapisem. Wiele razy wida¢ np. (sin(z?))" = (sin(x?))’ - 2 co
jest btedne, bo nagle robisie A = A - B.

Pamietajmy, ze pochodna funkgji ztozonej to iloczyn pochodnej funkcji zewnetrznej i pochodnej
funkcji wewnetrznej. Schematycznie mozemy zapisac:

(sin(z® + 3))’ = sin’(z* + 3) - (° + 3)’ = cos(z?) - 3z* = 3z~ - cos(z?)
2x

In(z® + 1) =In'(z> + 1) (2> + 1) = -
n(z”+1) =In(z"+1)- (2" +1) = 5 21

www.ift.uni.wroc.pl/~rdurka/matissp




MatISSP — Pochodne

Najczesciej jednak by unikngc problemow z zapisem od razu w locie zapisujemy wynik dziatania
na funkcje zewnetrzg, a potem od razu mnozmy przez pochodng funkcji wewnetrznej, np.

1 3
V2 +3z) = (24 3z) =
( ) 2v/2 + 3z ( ) 22 + 3x

Przypomnijmy:

Jesli mamy funkcje ztozona f(g(x)) to jej pochodna to:

(f(g(x))) = f(9(z)) - 4'(x)
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Pochodna funkcji odwrotnej

ZwroC uwage po prawej stronie uwage na

e uzycie funkcji odwrotnej f 1

e rozniczkowanie po y (a nie po x) - w przysztosci bedziemy unikac takich zapisow, gdzie
prim nie jest zdefiniowany wprost po .

Przyktady funkcji odwrotnych:

e et & lnx

o Jx & x?

® sSinx < arcsin x
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Przyktad 1: f(z) = v/

Zanim zaczniemy napiszmy y = 1/, a wiec ¢ = y>.

Zatem:

Wynik ma by¢ w zakresie od = > 0.
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Przyktad 2: f(z) = arcsinz

Zanim zaczniemy napiszmy ¢y = arcsin x, a wiec £ = sin y.
1 1 1

f'(z) = (arcsinz)’ = ———— = =
(sin y) Cos ¥y \/1 _sin?y

Poniewaz:

coszy =1 sinzy
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Przyktad 3: f(z) = Inx

Zanim zaczniemy napiszmy y = In x, a wiec z = €Y.
y=lnx = z =¢€"
1 1
f'(z) = (Inz)" = ==

(e¥)" e
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Przyktad 4: f(x) = arctan z

Zanim zaczniemy napiszmy y = arctan x, a wiec x = tany.
1 1 1 1

! = la Cta ! — — — —
fz) = (arctanz) (tany)’  sec’y 1+tan?y 1+ z?

Poniewaz:

sec’y = > =1+ tan’y
COS“ Y
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Styczna do wykresu funkgji

Y A

f&)

Yix)

Réwnanie stycznej do wykresu funkgcji f(x) w punkcie ¢ to:

www.ift.uni.wroc.pl/~rdurka/matissp

x\/

Rozpatrzmy wiec y(x) = x*

Oraz jej liniowe przyblizenie f(x) = 2x — 1
w okolicach punktu (xg, f(x()):

2

15

- 1F

0.5

w*x

2%x-1

0.5

-

1.5 2

y(z) = f'(zo) - (x — z0) + f(z0)
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Styczna do wykresu funkgji

Réwnanie stycznej do wykresu funkgcji f(x) w punkcie ¢ to:

y(z) = f'(zo) - (x — z0) + f(z0)

poniewaz wychodzac z ilorazu réznicowego i lokalnej liniowosci: ye)—flzo) _ f'(zo).
—XI

Styczna przechodzi przez punkt (zg, f(zo)) i ma wspotczynnik kierunkowy réwny m = f'(zg).

y(x) = mx + b, wiec b w zestawieniu z (zg, f(zo)) daje: y(xg) = f'(zg) - o + b = f(x),
Skad b= f(xo) — f’(CU()) - L.

Link: https://www.geogebra.org/m/fw89nuwp
Link: https://www.geogebra.org/m/UXXcL1CX
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Ekstremum lokalne funkgji

Funkcja f(x) ma ekstremum lokalne w punkcie x jesli:

e pochodna funkgji w tym punkcie jest réwna zero: f'(zg) = 0

e oraz pochodna zmienia znak w otoczeniu tego punktu.

Maksimum lokalne

Jedli f'(x) zmienia znak z dodatniego na ujemny w otoczeniu zg, to f(x) ma maksimum
lokalne w punkcie xy.

Minimum lokalne

Jesli f'(x) zmienia znak z ujemnego na dodatni w otoczeniu z(, to f() ma minimum lokalne

w punkcie x.
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Przyktad: Znajdowanie ekstremow lokalnych funkgji

Znajdz ekstremy lokalne funkgji f(z) = z° — 3z% + 4.
Obliczamy pochodng funkgji:
f'(z) = 32 — 6z
Znajdujemy punkty krytyczne, rozwiazujac rownanie f'(zq) = 0:
3z2 — 6z =0
3xo(xg—2) =0
xog=0 lub zy=2.
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Punkty krytyczne
2og=0 lub xy=2
sa podejrzewane o ekstremum lokalne funkgji f(z) = z3 — 3z% + 4.
Pochodna funkgcji to:
f'(z) = 32* — 62 = 3z(z — 2)
Sprawdzamy znak pochodnej w otoczeniu punktow krytycznych:

e Dlaxyg = 0:
o Dlaz < 0,np.z = —1: f'(—=1) =9 > 0 (pochodna dodatnia)
oDla0<z<2np.xz=1 f'(1) =—3 <0 (pochodna ujemna)

o Zmiana znaku z dodatniego na ujemny, wiec mamy maksimum lokalne w x5 = 0.
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e Dla Loy — 2:

e Dla0 <z <2 nnp.z=1:f(1) = -3 < 0 (pochodna ujemna)
o Dlaxz > 2,np.x =3: f(3) =9 > 0 (pochodna dodatnia)

o Zmiana znaku z ujemnego na dodatni, wiec mamy minimum lokalne w 7 = 2.
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Problem optymalizacyjny

Znajdz wymiary prostokata o najwiekszej powierzchni, jesli jego obwdd wynosi 20 jednostek.
e Oznaczmy dtugosc prostokata jako x i szerokosc jako y. Obwdd prostokata wynosi:
20 +2y=20 — z+y=10 — y=10—=x
Powierzchnia prostokata to:
Alz)=z-y=x-(10 — z) = 10z — z°
Aby znalez¢ maksymalng powierzchnie, obliczamy pochodng funkgcji powierzchni:
A'(z) =10 — 2z

Znajdujemy punkty krytyczne, rozwigzujac rownanie A'(z) = 0:
10-22=0 = 22=10 = =95
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Reguta d'Hospitala (czytaj: di lospitala)

Jesli mamy granice postaci 5 0 jub = — to mozemy skorzystac z reguty d'Hospitala:
- fl=) . fl(z)
lim = lim
r—a g(m) T—a g’(w)

pod warunkiem, ze prawa strona istnigje.

Przyktad 1:
Oblicz granice:

Sin &

lim
z—0 I

Zauwazamy, ze bezposrednie podstawienie daje postac %. Stosujemy regute d'Hospitala:

. sinx . COSZX
lim — lim
z—0 €T z—0

= cos(0) =1
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Przyktad 2:
Oblicz granice:
eCC
lim —
T—00 m2
Zauwazamy, ze bezposrednie podstawienie daje postac =>. Stosujemy regute d'Hospitala:
e’ e’
lim — = lim —
r—00 P2 r—00 21
Stosujemy regute d'Hospitala ponownie:
e’ e’
lim — = lim — =
r—00 2 T—00 2
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Fizyka (potozenie, predkos¢, przyspieszenie)

W fizyce, jesli mamy funkcje opisujaca potozenie ciata w czasie x(t), to:

e Pochodna pierwsza potozenia wzgledem czasu to predkosc ciata:

o(t) = @ (t) = d"fiit)

e Pochodna druga potozenia wzgledem czasu to przyspieszenie ciata:

a(t) = o) = &(t) = dd"i )

e Pochodna trzecia potozenia wzgledem czasu to dzerk (jerk):

i(t) = ale) = 3(0) = 0

e Wyzsze pochodne to kolejno: jolt (snap) = (¢), crackle ®) (¢) i pop z(0)(¢).
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Uwagi historyczne

Nazwa "rachunek rozniczkowy" pochodzi od pojecia "réznicy", ktore odnosi sie do zmiany
wartosci funkcji w odpowiedzi na zmiane jej argumentu.

Nazwa pochodna pochodzi od faktu, ze pochodna "pochodzi" od funkcji pierwotnej, czyli
funkgji, ktorej pochodng jest dana funkcja.

Rozniczka dx oznacza nieskonczenie matg zmiane argumentu x, a dy oznacza nieskonczenie
mata zmiane wartosci funkgji y = f(x) w odpowiedzi na te zmiane argumentu. W tym
kontekscie dx jest to nieskonczenie maty przyrost zmiennej niezaleznej x, a dy jest to
nieskonczenie maty przyrost zmiennej zaleznej y.
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Literatura

e Strona kursu: Materiaty i informacje dostepne na stronie kursu.
e Dokumentacja oprogramowania Octave: Podrecznik GNU Octave na Wikibooks.

e "Fast Introduction for Programmers" Szybkie wprowadzenie do jezyka Wolfram dla
programistow.

e Wiodzimierz Krysicki, Lech Wtodarski, "Analiza matematyczna w zadaniach. Czesc 1"
Popularny podrecznik zawierajgcy zadania z analizy matematycznej, przeznaczony dla
studentow matematyki i nauk przyrodniczych.

e Kazimierz Kuratowski, "Rachunek rézniczkowy i catkowy"
Klasyczny wyktad rachunku rézniczkowego i catkowego funkcji jednej zmienngj
rzeczywistej, zawierajacy ciagi i szeregi liczbowe, funkcje, granice, ciggtosc funkcji oraz catki
nieoznaczone i oznaczone.
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