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Motywacja

e Rozwigzania rownan z 1, 2 lub 3 niewiadomymi
zwykle reprezentujg punkty (1D), krzywe (2D)
i powierzchnie (3D)
1D 2D
x*—x-6=0 x*+y* =1




Motywacja

W zagadnieniach technicznych czesto wystepujg
rownania, w ktorych oprocz zmiennych
wystepuja ich (gradienty) lub

* Krzywa fancuchowa:

2
dy d*y
1+(a) —Cl‘ﬁ

N
 Rzut pionowy:
d*z
TR



Problem

e Rownania zawierajace pochodne lub catki
wymagajg stosowania zupetnie innych metod
rozwigzywania niz rownania algebraiczne

e Jednym z gtownych problemow jest
w przypadku rownan réozniczkowych rozwigzania
w roznych punktach sg ze sobg powigzane,
tymczasem aby rozwigza¢ rownanie algebraiczne,
np. x% + y% = 1 w punkcie x = 0.5 nie trzeba
znac innych rozwigzan, np. w x = 0,



Definicja

e Rownanie rozniczkowe zwyczajne (jednej
zmiennej) rzedu n to rownanie wigzgce ze

sobg zmienna niezalezng (t) ze zmienng

zalezng (x) i jej pochodnymi dx d7x d7x
d JEJ P ymi = g e

dx d?x d"x
Fltx, =0

dt’ dt2’ "’ din



ROwnania autonomiczne

Rownania, ktore nie zalezg jawnie od zmienne;
niezaleznej

. dx d*x d"x\ 0
dt’ dt2’ " dtn ]

Sg nieco tatwiejsze do rozwigzywania

Sg powszechne w fizyce, bo ,fundamentalne
prawa natury nie zalezg od czasu”

d?x F

Przyktad: ——= = — (druga zasada dynamiki Newtona)
Y dt? m



Przyktady

Przyktady:
e Krzywa tancuchowa — rownanie rzedu 2:

2
dy d*y
1+ (a) — QW

N

e Rzut pionowy — rownanie rzedu 2:
d*z
T



ROWNANIA RZEDU PIERWSZEGO



Rownania rzedu pierwszego

e Postac ogolna

Flt ax = ()
e )T

e Przyktady:

dx ,
it~
dx _
— = sin(xt)

dt



Rownania tatwo catkowalne

« ROwnanie postaci
= _ o
dt
juz znamy. Jego rozwigzaniem jest catka:

x(t) = J f(t)dt
e Ogolnie, rozwigzywanie rownan
rozniczkowych nazywamy catkowaniem, a ich
rozwigzania — catkami rownania



Rownania rozniczkowe
o zmiennych rozdzielonych

e S3 to rownania, ktore mozna zapisac w postaci

dx _ f(t)

dt  g(x)
gdzie f i g sg pewnymi funkcjami.

* Powyzsze wyrazenie mozna zapisac tak:
g(x)dx = f(t)dt
‘ I

J '\ 1
| A

z tej strony tylko x : Z tej strony tylko t

jest to rownanie o zmiennych rozdzielonych



Rownania
o zmiennych rozdzielonych

Rownanie o zmiennych rozdzielonych
g(x)dx = f(t)dt
Rozwigzujemy przez obustronne scatkowanie:

J g(x)dx = [ f(t)dt

czyli

Gx(t)) =F(t)+C
co jest (uwiktanym) rownaniem algebraicznym
(tj. nierdzniczkowym) na x(t)



zmienna zalezna

rownanie \
T~ dy

Zzmienna niezalezna

Przyktad

2 2
y X
L _ —_—__41C
2 2+
12 02

ale —=——+C = C=

2

x4 +ys=1

rozwigzanie

warunek poczatkowy

separacja zmiennych

obustronne catkowanie

obliczenie catek

— Wwyznaczenie statej



Warunki poczatkowe

e Rozwigzanie r-a rézniczkowego zwyczajnego,
tak jak catka nieoznaczona, zwykle nie jest
jednoznaczne — rozwigzaniem jest rodzina
funkcji

e Ostateczne rozwigzanie otrzymuje sie,
uzgadniajac ogolng postac rozwigzania
z tzw. warunkiem poczatkowym/brzegowym
(ang. initial/boundary condition),
zwykle w postaci x(ty) = xg



Warunki poczatkowe — przyktad

rownanie rozniczkowe

\ Lw/arunek poczatkowy
dy X

— , 0)=1

oy y(0)

2 2

Y __X ¢ o
- — | rozwigzanie ogolne
2 2

12

2
= O_ + C podstawienie warunku brzeg.
2 do rozwigzania ogdlnego

~
|
|

wyznaczenie statej



POLE KIERUNKOW



Pole kierunkow

e Rownanie rozniczkowe definiuje pole
wektorowe: pole kierunkow (ang. slope field)
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e Rownanie rozniczkowe definiuje pole

Pole kierunkow

wektorowe: pole kierunkow (ang. slope field)

na linii o danym kolorze
dy s 7

2., ma statg wartosc;
zwrot strzatek — dowolny




Pole kierunkow

e Réwnanie rozniczkowe definiuje pole kierunkow.
Rozwigzaniem jest trajektoria punktu w tym polu

rozwigzanie ~ warunek
poczatkowy
N |




Pole kierunkdw w Octave: quiver

% = sin(yt)
f=@(y, t) sin(y .* t); # prawa strona r-a
(-6:0.25:6); # siatka 2D od -6 do 6
slopes = f(y, t); # macierz nachylen
dy = slopes./sqgrt(1 + slopes.”2); # normowanie...
dt = sgrt(1 - dy."2); # do jedynki
quiver( dt, dy); # wysSwietlenie pola kierunkow




Pole kierunkow w Octave

e Przyktad:

dy
dt

= sin(yt)
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Dygresja: meshgrid

e Polecenie meshrid tworzy prostokatna

siatke punktow do rysunkow 2D i 3D
XX =[1, 2, 3]

50>—@—@—@
yy:[5’ ]_] ; ; ;
[X,Y] = meshgrid(xx, yy)
2 3
2 3
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Octave: polecenie Isode

 Rozwigzuje rédwnania rozniczkowe zwyczajne

f=@(y, t) sin(y.*t); # definicja funkg;ji
t = 0:0.01:5; # tu szukamy rozwigzan
yO0 = 3; # rozwigzanie w t(1)

= Isode (f, yO, t); # petne rozwigzanie
plot(t, y); # uzycie rozwigzania



Rozwigzanie a pole kierunkow

dy

Frie sin(yt)

 Rozwigzanie dla
warunku
poczatkowego
y(0) =3

* Rozwigzanie

»ptynie”
w polu kierunkow
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Rozwigzania ,,ptyng”
W polu klerunkow

dy

Frin sin(yt)
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Rozwigzania dla kilku
warunkow poczatkowych

d
d—{ = sin(yt)

* Rozwigzania
dla warunkow
poczatkowych
y(=5) = [—4:1:4]
oraz -5<t<5




Warunek poczatkowy
determinuje krzywa

 Rozwigzanie ogodlne generuje krzywe, ktore
na ogof sie nie przecinajqg (nie zawsze tak jest).
Wybor krzywej zalezy od warunku poczgtkowego.

d
d—i = sin(yt)

te krzywe
sie nie
przecinajq
(choc¢ bardzo
sie do siebie
zblizajq)

dy  x
dx




Wyijatki sie zdarzaja
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dla (x,) = (0, 0)
e ,Podejrzane” punkty
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Warunki istnienia rozwigzania

e Dla rownania
dx
Fri f(x,t), x(to) = xg
istnieje (co najmniej jedno) rozwigzanie w
otoczeniu (prostokgtnym) punktu (x, ty), jezeli
w tym otoczeniu funkcja f(x, t) jest ciggta.
df
dx
otoczeniu (xg, ty), to istnieje doktadnie jedno
rozwigzanie w otoczeniu tego punktu

e Jesli dodatkowo — jest okreslona i ciggta w



Izokliny pola kierunkow

d
o _ .

contour(x, y, dy, [0,0]); " contourf(x, y, dy, [0,0]);
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Izokliny przedstawiajg punkty o tym samym nachyleniu pola kierunkow



Izokliny pola kierunkow

d
.

dx
contour(x, y, dy, [0,0]); contourf(x, v,
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W obszarze zielonym kazde rozwigzanie rosnie




Btedy lokalne a btedy globalne

* Rozwigzanie na
rysunku obok
powinno by¢
parzyste,

y(t) = y(-t),
jednak ewidentnie
nie jest (na
koncach)

dy .
It = sin(yt),ty = —8,y0 = 2,2.5,3,3.5
y 7
o
A& LN N L Ao
yO - .,. H
o



Watkowanie ciasta




Watkowanie ciasta: t —» —t

—t-ot
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’éciskanie — rozszerzanie




Utrata doktadnosci numerycznej

Wspotczynnik
kompresji rozwigzania
rzedu 10~ 14:

e Tu komputer

rozrdznia ok. 1016
rozwigzan e .

 Tu komputer ma
miejsce na ok. 100
rozwigzan




Watkowanie ciasta

,Watkowanie ciasta” przez (nieliniowe)
rownania rozniczkowe zwyczajne jest

zZjawiskiem powszechnym i nie mozna na nie
nic poradzic
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'Efekt motylz
i
Dwie trai]ektorleowarL} kut

przesunietym wzdtuz oS
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Dwie trajektorie o waru kut
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te rownania sa
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10

-10 ¢
220 +

30 |

Efekt motyla
Pot =~ 23

oba rozwigzania

hie maja juz ze soba
nic wspolnego

10

15

20

25



\Efekt motylzs

Nie mozna przewidzie¢ pogody
z wyprzedzeniem dtuzszym niz kilka dni



UKLADY
ROWNAN ROZNICZKOWYCH
ZWYCZAJNYCH




Uktady réwnan rézniczkowych

* W praktyce najwieksze znaczenie majg nie
pojedyncze rownania, a uktady rownan
rozniczkowych, w ktérych wystepuje wiecej niz
jedna zmienna zalezna



Przyktad

Réwnania Lotki-Voltery

du

dt

dv

dt
 Model uktadu

drapieznik (v) — ofiara (u);

=u(l—v)

=av(u—1)

a jest parametrem modelu

liczebnol¢ populacji

populacja ofiar

30

20

10

o'rapile'wicy
ofiary ——

e T T T T

20 30

populacja drapieznikow



Rownania Lotki-Voltery w Octave

PRl function dx = lotka_voltera (x, t)

. dx = zeros(2,1); # wektor dwuelementowy

= u(1l-v) ; # parametr

P u=x(1); # x to zmienne zalezne
dv _ vu—1) =42 . .
dt dx = =u*(1-v); # pierwsze rownanie

dx(2) = a*v*(u-1); # drugie rownanie
endfunction
dwa rownania =

parametr x funkcji to lub:

dwuelementowy wektor

stanu; funkcja zwraca _ *(1_ * * 1\1-
prawe strony réwnania f=@0t) [X(ul) (1 Xf)Z)), Lo x$}2) (XLI) 1))

jako wektor
dwuelementowy (dx)



Rownania Lotki-Voltery w Octave

czas (wektor 1xN) —> t = 0:0.01:20;

rozwigzanie > sol = Isode("lotka_voltera", [0.6,0.6], t);
(wektor 2xN) plot(sol(:,1), sol(:,2), "b");
e N N

& 2

uzycie wyniku ‘ N warunek
5 poczatkowy
(wektor 1x2)
15}
=
N
LV
5
0.5}
0

04 06 08 1 12 14 16 1.8
ofiara



Rownania Lotki-Voltery w Octave

 Rozwigzanie dla

a = 1.5

0.30925¢

1,309249

1.309248 +

1.309247 ¢

1.309246 +

1,309245 ¢,

0.99994 0.99996 0.99998 1  1.00002 1.00004
ofiara

2.5

drapiznik

2.5
ofiara

orbita zatoczona 4 razy;
btad wzgledny ponizej 107°



ROWNANIA
RZEDU WIEKSZEGO NIZ 1



Redukcja rzedu réwnania

e Rownanie rézniczkowe rzedu N mozna
sprowadzi¢ do uktadu N rownan rzedu 1

e Dlatego najwazniejsze sg uktady rownan
rozniczkowych rzedu 1

 Redukcji dokonuje sie poprzez wprowadzenie
dodatkowych N — 1 zmiennych zaleznych
dx dxq dXn_>
X{=—,Xy) = ——, ..., Xny_1 =
Lode’? dt N-17 de

(x;to predkosc¢, x, to przyspieszenie, etc.)



Redukcja rzedu réwnania

e Zamiast jednego rOwnania

dN x
TN f(x,t)
konstruujemy N réwnan rzedu 1:
dx dx; dXy- dXy-1
Tl xl,E = Xy, .n, . XN—_1, e f(x,t)

| |

N — 1 nowych réwnan ~stare” rownanie,
ma bardzo prostg postac ale teraz rzedu 1




Przyktad: rownanie Newtona

d’x
77 = F(x)
sprowadzamy do uktadu dwoch réwnan rzedu 1
poprzez wprowadzenie howej zmiennej v = %
dx
Ir =V
dv



Przyktad: oscylator harmoniczny

dx
k dt "
=TV ™
T At m

k: stata sprezystosci
m: masa



Przyktad: oscylator harmoniczny

Pl
dx

— =
dv//_

1

ogl—i
-0.8-0.6-0.4-02 0 0.2 0.4 0.6 0.8

f=@(xt) [x(2), -x(1)];
t=0:0.01:20;
x0=0.5; v0 =0;

sol = Isode(f, [x0, vO0], t);
plot(sol(:,1), sol(:,2));

X



oscylator harmoniczny:
orbity kotowe

Kilka warunkow poczatkowych
1 ; g ! ,Kontrola jakosci”

-0.43801
0.5¢

-0.43802

-0.43803 -

-0.5¢

: ; ; ; ;
0.786195 0.7862 0.7862050.786210.786215
x




oscylator harmoniczny:
zaleznosc¢ od czasu

x(t) « cos(wt)
v(t) « sin(wt)

plot(t, sol(:,2), "r;v;");
plot(t, sol(:,1), "b;x;");




oscylator harmoniczny:
zaleznosc¢ od czasu i amplitudy

okres drgan
nie zalezy od amplitudy

1

t=0:0.01:10;

soll = Isode(f
sol3 = Isode(f
sol5 = Isode(f
sol7 = Isode(f
sol9 = Isode(f

plot(t,
plot(t,
plot(t,
plot(t,
plot(t,

soll(:,
sol3(:,
sol5(:,
sol7(:,
sol9(:,

1,
1,
D,
1,
D,

, [0.1,0], t);
, [0.3,0], t);
, [0.5,0], t);
, [0.7,0], t);
, [0.9,0], t);

"r;x(0)=0.1;");
"b;x(0)=0.3;");
"0;x(0)=0.5;");
"k;x(0)=0.7;")

"m;x(0)=0.9;");



ROWNANIA LINIOWE



Uktady liniowych RRZ
(o statych wspotczynnikach)

e Ogodlna postac¢ uktadu 2 réownan liniowych:

i + +b
— = A1 X aA{->X

dt 1141 1242 1
dx,

E = Uy1X1 + Ar2X- + bz

e Przyktad:

1 o 4

ar X1 T X2
axs _ +13
it



Jednorodne uktfady liniowych RRZ
(o statych wspotczynnikach)

e Ogodlna postac¢ uktadu 2 réwnan:

dx1
77 - f1 + a12X; ‘|>b<

dx,
— T = A21X1 T Az2X; +>b<

dt
e Przyktad:
i S
ar X1 T X2
dx,

dt



Uktady liniowych RRZ
o statych wspotczynnikach

Podobnie definiuje sie uktady N liniowych
rownan rozniczkowych zwyczajnych

Czesto wystepujg w zagadnieniach praktycznych

Liczba niewiad

Istniejg specja
rownan (= ko

omych moze siegac tysiecy —
ne metody rozwigzywania takich
ejny semestr)

= Linearyzacja rownan nieliniowych



ATRAKTORY | INNE ATRAKCIE



>

Punkty state,
orbity, atraktory, chaos

Punkt staty

(stabilny, przyciggajacy)

(ttumiony oscylator harmoniczny)

0.4

0.2

0_.

-0.2¢

0.4}

-0.4

0.8

-0.6

-0.2 0 02 04

Orbita

(oscylator harmoniczny)

0.6¢
0.4¢
0.2t
> 0
-0.2}
-0.4}

.08 N NS S SN SN SN
-08-06-04-02 0 020406 0.8

X



Punkty state,
orbity, atraktory, chaos

Atraktor Dziwny atraktor
(oscylator Van der Pola) (atraktor Lorenza, obiekt 3D)




W praktyce

 Chaos lub jego okolice
jest powszechny, jesli
rownan jest co |
najmniej 3

* Rozwigzania mogg
penetrowac w sposob
gesty przestrzen 3D bez
samoprzecinania

e Zagadnienie 3 planet...



METODY DOKtADNE



[ solve (dx/dt = -x) wprowadzenie réwnania

B B[ B T

Aszzuming "solve” iz referring to equation solving | Use as a word instead

Input interpretation:

solve X' (£) = —x interpretaCja

Separable equation:

rownanie o zmiennych

it ]
LN rozdzielonych

x(t)

klasyfikacja rownania:
pierwszego rzedu, liniowe,
zwyczajne rownanie rozniczkowe

CODE classification:

first-order linear ordinary differential equation

Differential equation solution;

x(t)y=c,e”"

rozwigzanie ogdlne

Plots of sample individual solution:

Wykres rozwigzania dla
szczegolnego warunku
poczatkowego

xi0)y =1




| solve (x"=x, x(0) = 1, ¥(0) = 0) rdwnanie i warunki poczatkowe

E B B o

Input:

[’ () = =x(t), x(0) = 1, x(0) = 0) interpretacja

ODE names:

klasa rownania

Autonomous eguation:

x"(t) = —x(t)

“fan der Pol's equation:

x"(£) + x(t) =0

ODE classification:

second-order linear ordinary differential equation kIaSyﬁkaCja rownania:
drugiego rzedu, liniowe, zwyczajne
rownanie rozniczkowe

Alternate form:

b’ (8) + x(t) = 0, x(0) = 1, x"(0) = 0}

Differential equation solution:

rozwigzanie

x(t) = cos(t)

Plots of the solution:

M 7
"I Q e




uktad rownan i warunki poczatkowe

[ solve (X' = y+z, y'=x-z+1, '= x+y+3, x(0)=1, y(0)=1, z(0)=0)

S B B o

Input:
L' (£) = y(t) + 2(t), ¥ (1) = x(t) — 2(t) + 1, interpretacja
2'(t) = x(t) + y(t) + 3, x(0) = 1, y(0) = 1, 2(0) = 0}
klasyfikacja:
ODE classification: uktad liniowych rownan
First-order system of linear differential equations rozniczkowych zwyczajnych
“chee |G 4 @ AG pierwszego rzedu
x(t)=2t+4e™" +3e" -6
yt)=-2t-4e™ +5 rozwigzanie

s(t)=2t+3 =3



solve (%' = sin[x*t))

& B B Iy

Input:

x'(t) = sin(x(t) )

ODE clazsification:

first-order nonlinear ordinary differential equation

Alternate form:

() = 1 i e=itxie) 1 i @'t ¥
2 2

Plots of =ample individual solution:

X

Sample solution famiby:

(sampling x(0))

J/ S /\ ¥ =1
¥

rownanie

interpretacja

klasyfikacja rownania:
pierwszego rzedu, nieliniowe,
zwyczajne rownanie rozniczkowe

wykres rozwigzania dla
szczegolnego warunku
poczatkowego

wykres rozwigzania dla
kilku warunkow
poczatkowych



Postep!

 Na dzisiejszym wyktadzie zamiast tradycyjnie
zajmowac sie matematyka XVII i XVIll-wieczng,
PO raz pierwszy dotknelismy matematyki
z 2. potowy XX wieku



Podsumowanie

O rownaniach rézniczkowych mys| w kategoriach
przeptywu w danym polu predkosci (np. w rzece)

tatwe rownania rozwigzesz w Wolfram Alpha
Trudne rownania rozwigzuj numerycznie
Rownania rzedu > 1 redukuj do uktadoéw rzedu 1

N rownan rzedu 1 wymaga podania N warunkow
brzegowych (np. wartosci x;(0), x,(0), ... x5 (0))

Pamietaj o niestabilnosciach numerycznych,
efekcie motyla, watkowaniu ciasta, punktach
statych, orbitach i przeréznych atraktorach
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