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Uwaga na uktad wspotrzednych!
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Definicja

~unkcja ze zbioru Xw zbior Y

jest to przyporzgdkowanie

kazdemu elementowi zbioru X
doktadnie jednego elementu zbioru Y

f: X -Y
[ X2xwHyeY



Funkcja stuzy do...

e Badania, jak zmiana wartosci jednej wielkosci
(zmiennej niezaleznej) wptywa na zmiane
innej wielkosci (zmiennej zaleznej)

AY(X) ] ———

041
Zmienna CZE | + 0.41
EST 9 0.04
ESP i 75 212
ITA 3 254
RUS 3 311
X NZL (1989, 2007) |o o3 0.16
- ) HUN " e 0.21
Zmlenna ZAF (2001, 2008) i 3 0.49
TUR |y / 0.60
POL & As a % of total OECD 043
GRC (1999, 2007) |mm> R&D expenditure, 2008 54
SVK & 0.06
CHL (2008) 0.10
MEX (1999, 2007) | _ . 063
0 1 2 3 4
Typowy wykres czasami: zmienna niezalezna

na ,,0si” pionowej



Dygresja — wzory fizyczne

e Ktory zapis prawa Newtona jest zalecany?

F
a=—
m
F=a -m
F
m = —
a



Dygresja — wzory fizyczne

e Ktory zapis prawa Newtona jest zalecany?

F przyczyna
a = (zmienna niezalezna)
m
skutek parametr

(zmienna zalezna) (warto¢ stata)



Stowniczek

e Zakres zmiennosci zmiennej zaleznej to
dziedzina funkcji (inaczej: zbior argumentow

funkcji)
4l B
e Zbior, do ktorego natezg wartosci funkciji,
to jej przeciwdziedzina
(inaczej: zbior wartosci funkcji).
e Jesliy = f(x), to x jest argumentem,
a y jest wartosciq funkcji f (w punkcie x)



Inne nazwy

Funkcja

Przeksztatcenie
— ~ t0 Samo znaczenie

Odwzorowanie

Transformacja

Operator  (wektor lub funkcja — wektor) | ; tymi terminami
Funkcjonat (wektor lub funkcja — skalar) tez sig spotkasz

e o _ terminologia
iniekcja, bijekcja, suriekcja, homeomorfizm, etc. fachowa



Funkcja odwrotna

e Jesliy =y(x), to x = x(y) jest funkcjg odwrotna
do y(x).

* Funkcje odwrotng do foznacza sie f‘1

e Przyktad:

y—1
2

y=2x+1=>y—-1=2x=>x =
x—1
2

fX)=2x+1= f1(x) =




Wykres funkcji odwrotnej




f~1(x) to nie jest —

\

funkcja odwrotna

1
(x)

\

odwrotnos¢
wartosci funkcji
w konkretnym
punkcie X



Nie kazda funkcja
ma funkcje odwrotna

Y] ’v--xz’!/ * y=x%x€R
7 / nie ma funkgji
/ odwrotnej,
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Nie kazda funkcja
ma funkcje odwrotna

5 ‘. e y=x°xER
y y::xﬁ?/ y

/ nie ma funkcji

odwrotnej,

/ — bo nie jest

/; e y=x%x€R,

. jest roznowartosciowa

i ma funkcje odwrotng

3 y =+/x

D




inverse of (x"2)

i . s
INverse fl.'l nchion X

+vVx

Przyktad

* Do interpretacji
wynikow z
programu
komputerowego
potrzebna jest
pewna znajomosc
rzeczy



imverse of (sin{x))

E B B Y E
Aczsuming “inverse” is refeming to equation solving | Uss "inve st
inverse function sin(x)
sin'(x) <€
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Ooops!

prawda, cho¢ bezuzyteczna

Czy to jest wykres funkcji?

e Uzyty algorytm
chyba jest zbyt
prosty...



/tozenie (superpozycja) funkc;ji

g:-A->B; f:B->C
—

h(x) = (feg)(x) = f(g(x)):A—C

e h(x) jest ztozeniem funkcji fig.

g

h



/tozenie (superpozycja) funkc;ji

e Przyktad:
gx)=2x+1
fx) = x7
f(g(0) = [g0)]? g(f) =2f(x) +1
=2x+1)2x+1) = 2x% +1
=4x° +4x+1

13349 15153




/tozenie (superpozycja) funkc;ji

e Ztozenie funkcji i funkcji do niej odwrotnej
to funkcja identycznosciowa:

(fef )x)=x
(fTref)x) =x



FUNKCJE ELEMENTARNE



Funkcje elementarne

Wielomiany y=apx" + a1 x" 1+ -+ ayx +aq y = 4x? —3x + 12

Funkcje wymierne wielomian, 4x% —3x + 12 7
y = . y = X F =

wielomian, 3x —7 3

Funkcja potegowa y=x% a€R y = x314

Funkcja y = a”, a>0a #1 y=¢e*

wyktadnicza

Logarytmy y = log,(x), a>0,a #1,x ER, y = In(x)

Funkcje y = sin(x), y = cos(x), y = sin(x)

trygonometryczne y = tg(x), y = ctg(x)

Funkcje y = sinh(x), y = cosh(x), y = sinh(x)

hiperboliczne y = tgh(x), y = ctgh(x)

Funkcje y = arc sin(x), y = arc cos (x), y = arc sin(x)

cyklometryczne y = arc tg(x), y = arc ctg (x)

(kotowe)



Funkcje elementarne

* Funkcje elementarne to zbior wszystkich
funkcji, jakie wymieniono na poprzednim
slajdzie, oraz funkcji, ktére mozna z nich
otrzymac za pos’rednictwem czterech dziatan
arytmetycznych (+, -, *, /) oraz operacji
ztozenia funkgji.

e Przyktad:

Vx2—eX

Y = log, x+sin(x-cos(3x+1))




Wielomiany
y(x) = a,x"+ a,_x" 1+ +a;x +qq

Suma, roznica i iloczyn wielomianow jest
wielomianem

Liczbe n € Nyhazywamy stopniem wielomianu

Liczby a,,, ..., a4, ag to wspofczynniki wielomianu
a, to wyraz wolny

a,x to wyraz liniowy (a a; to wspétczynnik liniowy)
a,x? to wyraz kwadratowy

a,x" to wyraz wiodgcy (lub: najstarszy)



Wielomiany

y(x) =a,x"+a,_x" 1+ +a;x+qg
lub (postac iloczynowa):
y(x) = alx —x1)(x — x2) ... (x — xp-1) (X — Xp)

 Nie kazdy wielomian mozna zapisa¢ w postaci
iloczynowej

e Zapis mieszany, np.
y(x) =2(x—1)3(x—-2)(x —4) + 3



Wielomiany

y =23 —

» Stopien O:
y==cC




Wielomiany

. Y=.2'3 _—

e . wE— . stopiefi1:

.+ a:nachylenie

' . . < prostej
b: punkt
przeciecia osi ,y”~




Wielomiany

| mesa— :' Stopien 2
S~y =ax*+bx+c
| >~_ * Doktadnie jedno

: \\\gkstremum:

: : : : ~ .
= " g < 0= maksimum

. - -
-
/ /
—

//

: —
/'/ : :
e T

- 0,1 lub 2 miejsca

Zerowe (%) (pierwiastki)



Wielomiany

e Wielomian 4.
stopnia moze
miec
maksymalnie
3 ekstrema (®)

| 4 miejsca
zerowe (X)

YO DA (x-1)*(x-3)/10 4+ 0.5 ——



Wielomiany

e Wielomian
stopnia > 2
moze miec
punkty

przegiecia (%)

: (x:+4)x()_1)»:()(:_1)»:()(_:1)!;15 + 0.5 _ e wielomian stopnia 4



Zasadnicze twierdzenie algebry(*)

e Kazdy wielomian rzeczywisty stopnian > 0 ma
doktadnie n pierwiastkow (= miejsc zerowych),
ktore nie muszg by¢ wzajemnie rozne
I mogg by¢ zespolone

y(x) = a,x"+a,_x" 1+ -+ a;x + ag
=a(x —x1)(x —x3) . (X — x7-1) (x — x)

gdzie x4, X5, ..., X;, € C sg miejscami zerowymi y(x)

e (*)Nie musisz rozumiec tego twierdzenia, skoro
nie wiesz jeszcze, co to sg liczby zespolone ©



Whnioski

e Wielomian rzeczywisty stopnian > 0
ma co najwyzej n pierwiastkow rzeczywistych
 Wielomian rzeczywisty nieparzystego stopnia
n > 0 ma co najmniej jeden pierwiastek
rzeczywisty

e Kazdy wielomian rzeczywisty mozna zapisac
jako iloczyn wielomianow rzeczywistych
stopnia co najwyzej 2.



Whnioski — c.d.

e Jezeli wielomian
y(x) =a,x"+a,_x" 1+ +a;x+aqg
ma pierwiastki rzeczywiste
X1, X9y eens Xfe) k<n
to
y(x) = (0 —x1)(x — x2) ... (¢ — 2 ) Wi ()
gdzie W, (x) jest wielomianem stopniam =n — k



Whnioski — c.d.

e Jezeli wielomian
y(x) =a,x"+a,_x" 1+ +a;x+aqg
ma pierwiastki rzeczywiste
X1, X9y eens Xfe) k<n

to
y(x) = (x — xl_q)(x —X2) o (0 = 23 ) Wi ()
gdzie W, (x) jestwielomianem stopniam =n — k

7’
7

Faktorygacja, czyli rozktad na czynniki (ang. factors)



Przyktady
|15+E X+14 x"2-8 x"3+x"4)

E @ A D

factor ~15+8x+ 14x* —8x% +x*

~ESLUII

e ,Czysta”

ix—Liix+ Dix—3)ix-5) _
faktoryzacja



Przyktady

| factor(x"~8-1)

E R B o = Examples == Ran

factor X1

~ESLUIT

(x— 1) (x+ 1) {x* + 1) x* + 1)

Teducible factorization Exac

(x = 1) (x — @) (0 + ) (x + 1) (x = (0.707107 + 0.707107.9)) (x — (0.707107 — 0.707107 §))
(x + (0.707107 — 0.707107 i)) (x + (0.707107 + 0.707107 i))

e Faktoryzacja czeSciowa (w R)



Przyktady

| factor(x~2-2) | factor(x~4-4) factor(x~8-16)

factor x* - 16

ﬁ-ﬂ
|

factor factor x% -4

(¥ —2)(x* +2)[x* —2x+2)(x" + 2x + 2

~(V2 —x)(x+V2) (2 = 2) (2 +2) ﬁ;};fﬁlﬁg{f)—ﬂm) (e (1— i) (e — 1.

* Program komputerowy bywa $lepy



Przyktady

‘ factor(x"3+2x"2-5x+1)

E B B D

factor x' +2x" -5x+1

e Pierwiastki

(x — 1.28514) (x — 0.221876) (x + 3.50702) niewymierne



Wielomiany w Octave

 Wielomian
y(x) = a,x"+a,_x" 1+ +a;x+qg
Zapisujemy jako cigg wspotczynnikow
{an: An—1, -+, A1, aO}
e Przyktad:
y(x) = 3x3 — 2x% + 1
Octave:
>>w=[3,-2,0, 1];



Pierwiastki wielomianow: roots

y(x) = 3x3 — 4x% + 1

>>w=[3,-4,0,1]
W =
3-4 01
>> roots(w)
ans =
1.00000
0.76759
-0.43426



Pierwiastki wielomianow: roots

y(x) = 3x> +4x* + 1

>>w=1[3,40,1];

>> roots(w)

ans =
-1.48458 + 0.00000i
0.07562 + 0.46777i
0.07562 - 0.46777i



Pierwiastki wielomianow: roots

y(x) = 3x3 +4x* + 1

>> W = [3I 4I OI 1];
>> roots(w)

_.. Ten pierwiastek
ans = e jest rzeczywisty

007562 + 046777| Pierwiastki zespolone
0.07562 - 0.46777i zawsze wWystepuja parami



Pierwiastki wielomianow: roots

y(x) = 3x3 +4x* + 1

>>w=[3,4,0,1];
>> roots(w)

_.. Ten pierwiastek
ans = e jest rzeczywisty

-1.48458 ¥ 0.096001_

0.07562 +0.46777i Pierwiastki zespolone
0.07562 - 0.46777i } zawsze wystepuja param

 Nawet jesli nie rozumiesz liczb zespolonych,
musisz rozumie¢ zwigzang z nimi notacje



Mnozenie wielomianow

e |[loczyn wielomianoéw w Octave: conv

>>w =[1,1,1]; #x*"2+x+1
>>p=[1,-2]; # x-2
>> conv (w,p)
ans =
1-1-1-2

czyli
(x?+x + D(x—2)=x3—x?—x =2



Inne operacje na wielomianach

>>p=[1,1,-1];
>> polyout (p) # wyswietl p jako wielomian
1*s72 +1%s7M1 -1
>> polyval (p, 2) # wartos¢ wielomianu w x=2
ans = 5
>> [b, r] = deconv (p, [1,1]) # podziel p przez x+1
b = # iloraz

1 0
r= # reszta

0 0-1



	Funkcje 
	Co to są funkcje?
	Co to są funkcje?
	Co to są funkcje?
	Uwaga na układ współrzędnych!
	Definicja
	Funkcja służy do…
	Dygresja – wzory fizyczne
	Dygresja – wzory fizyczne
	Słowniczek
	Inne nazwy
	Funkcja odwrotna
	Wykres funkcji odwrotnej
	 𝑓 −1  𝑥  to nie jest  1 𝑓 𝑥   !
	Nie każda funkcja �ma funkcję odwrotną 
	Nie każda funkcja �ma funkcję odwrotną 
	Przykład
	Ooops!
	Złożenie (superpozycja) funkcji
	Złożenie (superpozycja) funkcji
	Złożenie (superpozycja) funkcji
	Funkcje elementarne
	Funkcje elementarne
	Funkcje elementarne
	Wielomiany
	Wielomiany
	Wielomiany
	Wielomiany
	Wielomiany
	Wielomiany
	Wielomiany
	Zasadnicze twierdzenie algebry(*)
	Wnioski
	Wnioski – c.d.
	Wnioski – c.d.
	Przykłady
	Przykłady
	Przykłady
	Przykłady
	Wielomiany w Octave
	Pierwiastki wielomianów: roots
	Pierwiastki wielomianów: roots
	Pierwiastki wielomianów: roots
	Pierwiastki wielomianów: roots
	Mnożenie wielomianów
	Inne operacje na wielomianach

