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GRANICA | CIAGLOSC FUNKCIJI



Granica funkgcji

 Funkcja f:IR 2 A = R ma w punkcie x,
granice g wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego
ciaggu (x,,) o wyrazach w dziedzinie A
i roznych od x, zbieznego do x, zachodzi

Al_r)glof(xn) =Y.

Fakt ten zapisujemy nastepujgco:
lim f(x) =g

X—X0



Granica funkgcji

"A jest podzbiorem R"

\

 Funkcja f:R 2 A = R ma w punkcie x,
granice g wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego
ciaggu (x,,) o wyrazach w dziedzinie A
i roznych od x, zbieznego do x, zachodzi

Al_r)glof(xn) = Y-

Fakt ten zapisujemy nastepujgco:
lim f(x) =g

X—X0



Granica funkcji

e Definicja nieformalna:

Funkcja rzeczywista f ma w punkcie x, granice
g wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego d > 0
mozna znalez¢ przedziat [xy—¢€, xo + €] taki, ze
dla kazdego x z tego przedziatu, x # x, wartosc
f(x) rozni sie od g o nie wiecej niz d.




sin(x)

Przyktad: f(x) = ,x > 0
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sin(x)

Przyktad: f(x) = ,x > 0

X

e Powiekszamy okolice x = 0

1.1

: sin(x)/x

sin(x) /%

0.8



Przyktad: f(x) =

e Powiekszamy okolice x = 0
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sin(x)

, X — 0
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sin(x)

Przyktad: f(x) = ,x > 0

X

e A moze tabelka?

1 0.84147 0.84147

0.1 0.099833 0.99833

0.01 0.0099998 0.99998

0.001 0.00099999983 0.99999983
0.0001 0.00009999999983 0.9999999983

0 0 1 (???)



sin(x)

Przyktad: f(x) = ,x > 0
X
1 0.84147 0.84147
0.1 0.099833 0.99833
0.01 0.0099998 0.99998
0.001 0.00099999983 0.99999983
0.0001 0.00009999999983 0.9999999983
0 0 1 (???)
- sin(x)
lim =1

x—0 X



Przyktady

e Ta funkcja nie ma granicy w x

0



* f(x) ==niemagranicywx = 0
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Przyktady

0, xjest wymierne
1, x jest niewymierne

fx) =-

nigdzie nie ma granicy

1.5

1

I I
wymierne

niewymierne




Granica moze byc¢ lewo-
lub prawostronna

e Ta funkcja ma w x, granice prawostronng
rowng f (xg) i granice lewostronng #+ [ (x;)

X,



Funkcja ciggta w punkcie

Funkcja f jest ciggta w punkcie x jezeli

lim £(x) = £ (x0)

®» Trzy warunki:

1) f musi by¢ okreslona (mieé wartos¢) w x;
2) [ musi mieC granice w Xxg;

3) granica ta musi sie réwnac f(Xg);

e (zatozylismy, ze x nie jest punktem izolowanym)



Funkcja ciggta

e Funkcja f jest ciggta, jezeli jest ciggta
w kazdym punkcie swojej dziedziny



Funkcja ciggta na odcinku

e Funkcja f jest ciggta na odcinku domknietym
[a,b], jezeli jest ciggta w kazdym punkcie
odcinka [a,b]

— a wiec musi mie¢ wartos¢ dla kazdego x € |a, b].



Funkcja ciggta - wtasciwosci

 Suma, roznica, iloczyn, iloraz i ztozenie funkc;ji
ciggtych jest funkcjg ciggta
(w swojej dziedzinie)

e Wszystkie funkcje elementarne sg ciggte
(w swojej dziedzinie)



Przyktady

 Wielomiany s3g funkcjami ciggtymi

15 I I I T

-25



Przyktady

* Funkcje wymierne sg funkcjami ciggtymi (!)

100

-100



Przyktady

1 dlax>0
e sgn(x) =10 dlax=0
-1 dlax <0

2!

e Funkcja nieciggtawx =0 1




Przyktady

1 dlax =20
¢ f(x) = g jesli x =§ (nieskracalny’
0 jesli x jest niewymierne
* funkcja
ciggta
w kazdym

X niewym.




Przyktady

0, xjestwymierne

1, x jestniewymierne

¢ fx) =

nigdzie 2
niejest
ciggta :

I
wymierne

niewymierne
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Dziwnie nieciggte funkcje

e Zostawiamy matematykom



Ciggtos¢ moze byc lewo-
lub prawostronna

e Ta funkcja jest prawostronnie ciggta w x

X,



Dlaczego funkcje ciggte sg wazne?

e Sg powszechnie spotykane ,w zyciu”

— skokowe zmiany zmiennej zaleznej przy
minimalnej (, infinitezymalnej”) zmianie zmiennej
niezaleznej oznaczatyby katastrofe dla wielu
dziatow inzynierii

e Majg ,mocne” wtasnosci matematyczne

e Sg stosunkowo proste do analizy



TWIERDZENIE WEIERSTRASSA



Twierdzenie aproksymacyjne
Welerstrassa

e Niech f bedzie dowolng funkcjg rzeczywistg
ciagta na przedziale domknietym |a, b]. Dla
kazdego € > 0 istnieje wielomian W (x) taki,
ze dla kazdego x € |a, b] zachodzi
f(x) —W)| <e.

* Innymi stowy, kazda funkcje ciggtg na odcinku
mozemy na tym odcinku przyblizy¢
(aproksymowac) wielomianem z dowolng,

Z gory ustalong doktadnoscia.




Twierdzenie aproksymacyjne
Welerstrassa

 To fundamentalne twierdzenie pozwala
przyblizy¢ dowolng funkcje ciggta pewnym
wielomianem (lub: ciggiem wielomianow)

 Wielomianami tatwo sie operuje — mozna je
bez probleméw dodawac, odejmowac,
mnozy¢, rozniczkowac (*) i catkowac (*)

(*) ale o tym porozmawiamy pozniej



* f(x) = sin(x)

Przyktad

| series sin(x)
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(order n approximation shown with n dots)



f(x) = sin(x)

Wielomiany
aproksymacyjne
(szereq)

Coraz lepsze
przyblizenie
w okolicach x=0

,,series”

Przyk’fad _

series sin(x)

B B B D

Input interpretation: rz a'd
series Sin(x) kOIGj nego
wyrazu
Series expansion at x=0:
4

X X

4) -—— +—+0
* 6 120 [x]

iTaylor series)

Approximations about x=0 up to order 3
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(order n approximation shown with n dots)



Przyktad

* f(x) = sin(x)

Wzdor ogolny

=eries reprexentations:

o

| series sin(x)

| B [:_ l}k I1+Ek
i) = Z (1+2k)!

B B B D

Input interpretation:

serles sin(x)

Series expansion at x=0:
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Approximations about x=0 up to order 3:
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(order n approximation shown with n dots)



* f(x) = sin(x)

Wzdor ogolny:

X
sin(x) = Tl

=eries reprexentations:

Przyktad

| series sin(x)

sIn(x) = Z

E R aE D
Input interpretation:
serles sin(x)
erie ansion at
X
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(order n approximation shown with n dots)



wxMaxima

e W menu wybierz: RRC/Rozwih w sSzereg

1 wxMaxima 14.12.1 [ nie zapisane® |
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wxMaxima

Rozwiniecie algebraiczne (o ile istnieje):
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ZAAWANSOWANE
FUNKCJE ELEMENTARNE



Definicje funkcji elementarnych

3 5 7
. X X X X
* sin(x) = DT T Tt
0 2 4 6
X X X X
e cos(x) = TR T s
0 1 2 3 4
X — _X_ X l X l X l X L ...
° € _exp(x)—0!+1! L2l 31 41



Definicje funkcji elementarnych

e In(1+x) =log,(1+x) =
2 .3

x% x3 x*?

T T3 Ty T
(x| < 1)
lub:
x+1 x+1 5 \x+1

(x >0)



Definicje funkcji elementarnych

Skoro zdefiniowalismy In(x) oraz exp(x), to:
a* = e(NA)* = exp[x - In(a)]

|
log, (x) = 1283

x¢ = e(nX)a = explq - In(x)]




exp(x)

exp(x) jest funkcjg bardzo szybko rosngcg dla
x > 0 iszybko malejgcg gdy x - —0

II‘I' : tlaxp(x] : :




exp(-x)

o exp(—x) jest funkcjg bardzo szybko reshaes

malejgcg dla x > 0 i szybko malejgeg rosnaca
gdy x - —©

I
()qua : |

: =
. ]
: 1K}
T 0

I

-0 - -5 -£ -£ -I 0 +1




exp(ax) a b*
exp(ax) = e = (e?)* = b*, gdzie b = e“

Prayktad: 2% = (e"2)" = ¢(n2)x

~ 0-693147% = exp(0.693147 x)

Czyli rodzina funkcji y(x) = exp(ax) jest
tozsama funkcjom wyktadniczym, y(x) = b*

W praktyce zapis exp(ax) spotyka sie czesciej
niz b*



Funkcje hiperboliczne

. sinh(x) — exp(x)— exp(—x)

2

X Ix3 | x> | x’ |

1! 31 51 71
0 I I sinh;::{]f—




Funkcje hiperboliczne

. smh(x) — eXp(x)—zexp(—x)

x x3 x

TR

h I I I I I I
sinh(x) =——— : : ILexp[x],-’E
; ; : : sinh(x) —
5 G 5 i
= | =
E 0 0
4y .
5 e 5
10 i 10



Funkcje hiperboliczne

. COSh(X) — exp(x)+2exp(—x)
— | | x6
T T Tm e T




Funkcje hiperboliczne

cosh?(x) — sinh?(x) = 1



Funkcje hiperboliczne

sinh(x) exp(x) —exp(—x)

tgh(x) = tanh(x) = cosh(x) ~ exp(x) + exp(—x)

1 I I !
og L BNG) =1 /.

D.E . .. . .:. .. .:...:..._
oo b
0 i ]
os b oo L]
-1

4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

X



Funkcje kotowe

e asin(x) = arc sin (x) = sin™1(x)

2

D.E_ P —

0

-|:|_5_ R —

asin(lx] —

1_.._

-0.5 0

0.3

<« /2



Funkcje kotowe

* acos(x) = arc cos (x) = cos~1(x)

3.5 : ,
acos(x) —1—

0.5

i3




N| S

Funkcje kotowe

e atan(x) = arctg (x) = tan"1(x) = tg~1(x)

1.5

| atan(x)




APROKSYMACIJA WIELOMIANOWA
W OCTAVE



0.5

-0.5

polyfit

x = linspace(-1, 1, 50);
y = sin(x);

w = polyfit(x, y, 3);

p = polyval(w, x);

plot (x,y, x, p, "+");

1
0.5 0

0.5




polyfit

e Polecenie polyfit(x, y, n) stuzy do aproksymacji
funkcji y(x) wielomianem stopnia n.

* Aproksymacja to dopasowanie funkgcji
(tu: wielomianu stopnia n) do zbioru danych
(tu: y(x)).

 Wielomiany generowane poleceniem polyfit
nie sg tozsame wielomianom generowanym
przez Wolfram Alpha, ale zbiegajg do nich dla
n — oo,

e Aproksymacja (polyfit) jest czynnoscig bardziej
0g06Ing od rozktadu w szereg (Wolfram Alpha)



polyfit

e Polecenie polyfit(x, y, n) stuzy do aproksymacji
funkcji y(x) wielomianem stopnia n.

* Aproksymacja to dopasowanie funkgcji
(tu: wielomianu stopnia n) do zbioru danych
(tu: y(x)).

 Wielomiany generowane poleceniem polyfit
nie sg tozsame wielomianom generowanym
przez Wolfram Alpha, ale zbiegajg do nich dla
n — oo,

e Aproksymacja (polyfit) jest czynnoscig bardziej
0g06Ing od rozktadu w szereg (Wolfram Alpha)






Doktadnos¢ aproksymacji

plot (x, y - polyval(w, x));

0.001

/

0.0005 [

-0.0005 [}

-0.001 ' L !
-1 0.5 0 05



Doktadnos¢ aproksymacji

X0 =-4:0.2:4;
yO = sin(x0);
plot (x0, yO,"r-;sin(x);", x0, polyval(w, x0));

* Poza przedziatem: ¢
brak zbieznosci




Doktadnos¢ aproksymacji

1e-005

S5e-006

x = linspace(-1, 1, 200);
y = sin(x);

w = polyfit(x, y, 5);

plot (x, y - polyval(w, x));

-5e-006 |

-1e-005

1 0.5 0 0.5



Stopien
wielomianu aproksymacyjnego

* Do aproksymacji danych (zwtaszcza
obarczonych btedami pomiarowymi)
najczesciej uzywa sie wielomianow stopnia 1,2
lub 3 (zaleznie od celu aproksymacji).



WLASNOSC DARBOUX



W1tasnos¢ Darboux

e Kazda funkcja ciggta na przedziale
domknietym |a, b] przyjmuje wszystkie
wartosci pomiedzy f(a) i f(b)

A

_______________________________________________

—



Ciekawostka

* Dla dowolnej skalarnej ciggtej wielkosci
fizycznej (temperatura, cisnienie, wilgotnos¢,
etc.) i dla dowolnego kota wielkiego na Ziemi
(np. rownika, dowolnego potudnika) istnieja
dwa przeciwlegte punkty na tym kole, dla
ktoérych dana wielkosc skalarna ma doktadnie

taka sama wartosc.
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