fdli\ Uniwersytet
W/ Wroctawski

Pochodne

Zbigniew Koza
ydziat Fizyki i Astronomii

Wroctaw, 2015




MOTYWACIA



Rozpatrzmy gtadka funkcje...

e np. y(x) = x* w okolicach punktu (1,1)
xo =1,y0=f(xo) =1

2




powiekszmy wykres
wokat (xo, f (X))

e 2 razy:




* 5razy:

powiekszmy wykres
wokat (xo, f (X))
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powiekszmy wykres
wokot (xg, f(xg))

1.1

* 10 razy:




powiekszmy wykres

wokot (xg, f (xg))
* 100 razy: Con
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powiekszmy wykres

wokot (xg, f(xg))
e 1000 razy:
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powiekszmy wykres

wokot (xo, f (X))
* Im wieksze
powiekszenie, 1.001
tym wykres
bardziej 1.0005 i
przypomina
linie prosta ! )
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powiekszmy wykres

wokot (xg, f(xg))
* Linia
przechodzi 1.001
przez punkt | | |
(xo;f(x()))i 10005 b S
ma

nachylenie 2
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Rozpatrzmy wiec y(x) = x?2

e Oraz jej liniowe przyblizenie f(x) = 2x — 1
w okolicach punktu (x,, f (xg)):
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powiekszmy wykres
wokat (xo, f (X))

e 2 razy:




powiekszmy wykres
wokat (xo, f (X))

* 5razy: {5
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powiekszmy wykres
wokat (xo, f (X))

1.1

10 razy:

X*x
2%x-1




powiekszmy wykres
wokot (xq, f (%))
* 100 razy:

1.01

X*x
2%x-1
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Powiekszanie wykresu
wokot (xq, f(xg)) ...

e Kazda funkcja , gtadka” w punkcie x,
w dostatecznie matym otoczeniu tego punktu
wyglada jak linia prosta
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Lokalnie Ziemia jest ptaska

Kazda funkcja ,gtadka” w punkcie x, mozna
w jego otoczeniu przyblizy¢ funkcja liniowa
gx)=ax+b

Funkcja ta musi przechodzi¢ przez (xq, f (xg))
Czyli g(x) = a(x — x¢) + f(xo)

Nie znamy wspotczynnika wl )
kierunkowego prostej a R B VA

| |
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Intuicyjna definicja pochodnej

Wspotczynnik kierunkowy prostej, ktora

w otoczeniu punktu (xg, f (xg)) mozna
przyblizy¢ funkcje f nazywamy pochodng
funkcji f(x) w punkcie x, i oznaczamy f'(xy)
Czyli

f(x) = f'(x9) - (x — x0) + f(x0)

1.01

0.99
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Inna definicja pochodnej

e Pochodng funkcji f w punkcie (xq, f(xg))
mozna tez interpretowac jako wspotczynnik
kierunkowy prostej stycznej do wykresu f

w punkcie (xq, f(x9)) 2




Jak obliczy¢ pochodng?

Ay

Wspotczynnik kierunkowy prostej = —

By _ fo+Bx)—f (xo)

Ax Ax

Ale powiekszenie
wykresu powinno
by¢ nieskonczone...

CzyliAx = 0

Ax

1.01 i
X*Fx
2*x-1 | | |
0.99 . : :
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Definicja

e Pochodng funkcji rzeczywistej f w punkcie x
nazywamy granice

I f(xg + h) — f(xg)
1M
h—0 h




Funkcja rézniczkowalna

* Funkcja rozniczkowalna w punkcie, to funkcja,
ktéra w tym punkcie ma pochodng

* Funkcja rozniczkowalna to funkcja

rozniczkowalna w kazdym punkcie swojej
dziedziny



Pochodna funkgcji jest funkcja

e Niech f: 4 2 R — R bedzie rézniczkowalng
funkcjg rzeczywistg. Wtedy kazdemu punktowi
x € A mozna przyporzagdkowac pochodng
funkcji f w tym punkcie. Funkcje te nazywamy

funkcjq pochodng f



Notacja

Funkcje pochodng funkcji f(x) oznacza sie:
. f (%)

L0, f0), L2
y Df (x)

¢ f(X) (zwtaszcza jezeli zmienng niezalezng jest czas: x = t)




d

Operator —
dx

e Skoro if jest funkcjg pochodng funkgji f,

d
to — mozna potraktowac jako odwzorowanie

zbioru funkcji w zbior funkgiji.
Takie odwzorowanie zwie sie operatorem.



Pochodne wyzszych rzedoéw

e Skoro pochodna funkcji sama moze byc
funkcjg, to sama moze miec swojg pochodng

RACTAC TR R

° _f(x) dxz f(x) dx3 f(X)
* Df(x), D*f(x), D>f(x),...
 f(X), f(0), f(x)



Rozniczkowalnos¢ a ciggtosc

e Kazda funkcja rozniczkowalna jest ciggta

* Ale nie kazda funkcja ciggta jest rozniczkowalna
2

| | ) | |
abs(x) ; ;

:=l-|. . . . .

v

0

sl .



Dygresja: klasa funkcji C™

e Symbolem C™ oznacza sie zbidr wszystkich
funkcji, ktore sg n-krotnie rozniczkowalne,
przy czym n-ta pochodna jest ciggta

e Symbolem C° oznacza sie zbidr wszystkich
funkcji ciggtych

e Symbolem C® oznacza sie zbidr wszystkich
funkcji rozniczkowalnych dowolng liczbe razy
(tzw. funkcji gtadkich)




JAK OBLICZAC POCHODNE?



(af) (x) = a- f'(x)

Niech f(x) = f(xg) + (x — x0) ' (x0)
= f(xo) + Axf'(xo)
Wtedy
(af)(x) = af (x) zlaf(xo)' + Ax ‘laf'(xo)'

(af)(x0)  (af) (xo)




fF+9)'x)=f(x)+g'(x)

Niech  f(x) = f(xo) +Ax - f (xp)
gx) = g(xg) + Ax - g'(xp)
Wtedy
(f + 9)(x)
= f(x) + g(x)
~ f(xo) +Ax - f'(xo) + g(xo) + Ax - g" (x0)
=\f(xo) T g(xo)}+ Ax - [f'(xo) + 9" (x0)]

\ J

| |
(f +9)(xo) (f + 9) (x0)




(f9)' (x) = ff(x)g(x) + g"(x)f (x)

Niech  f(x) = f(xo) +Ax - f (xp)
gx) = g(xg) + Ax - g'(xo)
Wtedy
(fg)(x)
=f(x)-g(x)
~ [f(xo) + Ax - f'(x0)][g(x0) + Ax - g'(x)]
~ f(x0)g(xo) + Ax[f " (x0)g(x9) + g'(x0)f (x0)]
\

J \ J

(f9) (%) (Fa)'(xo)




(f9)' (x) = ff(x)g(x) + f(x)g' (x)

(ax + b)(Ax + B) =
bB + (aB + bA)x + aAx*

NG

(flx+f)g'x+g) =
fg+ g+ fg)x+0(x?)

czton liniowy




(fg)' (x)=f"(x)gx)+ f(x)g (x)

g(t)

—_—

e Jak szybko
Zmienia sie
pole tego
prostokata?

— g'(t)At

=

— g(t)

f(®)

——
f(y  f(vae




[F(g@))] =F(9() - g'(x)

flg) =
a-glx)+b =
a(Ax +B) + b =

aAx +aB + b
|_'_' | ' J

(f 2 g9)'(0) f(g(0))







f'(x)
f(x)*

N

|

~——
II

Niech g(x) —i tedy — = g(f (x)).

(f(lx))’ [9(f@)] =g'(f@) - ')

1
I
F'x)

f(x)?




POCHODNE KONKRETNYCH FUNKCIJI



(ax+b) =a

 Pochodna funkcji liniowej to jej wspofczynnik
kierunkowy (liniowy)



(x?) = 2x
Skoro
(f9)' =fg+fg

wiec

x?) =(x-x) =x""x+x-x'=x+x=2x



(x3) = 32

Skoro
(f9) =f'9g+fg
Wiec
(x?) =
(% x)' =
(x%) x4+ x%-x' =
2X - x + x?% =

3x 4



(x™) = nx"1

 Dowod analogiczny do poprzednich
przypadkow



(ax™)' = nax™ 1

e Dowdd ze wzoru (af)'(x) = a - f'(x)



Pochodna wielomianu

 Dla

y(x) =a,x"+a,_x" 1+ +a;x+q
zachodzi
V'(x) =na,x" '+ n—1Da,_1x" %+ -+ a4

* Dowdd: z poprzedniego slajdu i wzoru na
pochodngsumy, (f +g9)' =f'+ ¢’



Przyktady

e 3x?+8x+1) =2-3x+8=6x+8

(1+5+7)

d(a’z3+yz —-1)

dz
d(a’z3+yz —1)

dy
d(a’z3+yz —1)

da

= 3a’z*+vy
=z

= 2az3

4 .

X

4—1

=x + x>



Pochodna szeregu

Jezeli

to

w przedziale, w ktorym szereg f (x) jest zbiezny



X — l X l X X l
et =1 | 11 | 21 3 |
wiec
1,21
(eX) =0+1+2- T3
x x2 x3
=1+—+—=+—=-
1! 21 3!
= eX

Dla kazdego rzeczywistego x




(n— 1)!



(sinx)’ = cosx

| x x3 x°
SInx = THET | T +
wiec
x3-1 X

(sinx)  =1-3- T +5-

X2 x* x6

2! 4] 6!
= cos(x)

dla kazdego rzeczywistego x.



(cosx) = —sinx

x4 x* x®
cosx =1 1 | YRS .-
wiec

21 41
(cosx) =0—2- > -4 - 0
— x IXS x5 |
- 1131 51
= —sInx

Dla kazdego rzeczywistego x.



1
(Inx) = —
X

nGe+ 1) =X 15
n(x )—1 ) | 3
wiec
,2-1
In(x+1D]'=1-2- > -3 -
1
=1—-x+x°—x>+-=
x+1

Dla |x| < 1.



Pochodna funkcji odwrotne;

 Pochodna y(x) to Z—z
e Wiec pochodna funkcji odwrotnej y~1(x) to...

[y ()] = -

dy ¥ (%)
That simple!

 Trzeba pamietac, by wynik zapisac jako funkcje
Zzmiennej y a nie x (zmienna zalezna zamienia sie
rolg ze zmienng niezalezng)



Pochodna funkcji odwrotnej (2)

 Inne uzasadnienie:

y(x) = y(x0) + (x —x0) - y' (x0)

y(x) —y(xo) = (x —x0) - ¥ (x)

y(x) — y(xo)
y'(x)

v~ y(x) — ¥(xo) |

- X
y' (xo) |
1

A
y' (x¢) 7

~ X — Xp

X = X0



1
(Inx) = —
X

* |n x jest funkcjg odwrotng do e*
 Niechy(x) =e*, czylix =Iny

dy
- ©
dx 1 1 1
dy eX ey "y
dlny 1

niezalezna



Pochodna funkcji ztozone;j -
przyktad

* f(x) =sin(x), g(x) = cos(x)
ile wynosi pochodna f(g(x)) = sin(cos(x))?

[sin(cos(x))]" = sin’(cos(x)) - cos’(x)

[sin(cos(x))]" = cos(cos(x)) - (—sin)(x)

[sin(cos(x))]’ = —cos(cos(x)) - sin(x)



(x*) = ax®1

 Uogodlnienie wzoru dla wyktadnikow naturalnych
na wyktadniki rzeczywiste

e Przyktady:




Pochodne wyzszych rzedoéw

sin' x = cosx
sin x = cos' x = —sinx
sin'x = (—sinx)' = —cosx
sin® x = (—cosx)’ = sinx



Podsumowanie

a a—1

X ax

sin x COS X

COS X —sin x
ex

ex
Inx 1
X



Podsumowanie

Wzory ogdlne

(af) =a-f’
f+9) =f+g
f9) =fg+fg

(-4 (-2
f)] 7 \f f2
(Fla@)) = F(g®)g' )
-1\ _ 1
(r) =5
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