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CALKI NIEOZNACZONE



Motywacja

e Zatozmy, ze znamy potozenie jakiegos obiektu
w kazdej chwili czasu, czyli x(t), i chcemy na
tej podstawie wyznaczyc jego predkosc. Jak to
zrobic?



Motywacja

e Zatozmy, ze znamy potozenie jakiegos obiektu
w kazdej chwili czasu, czyli x(t), i chcemy na
tej podstawie wyznaczyc jego predkosc. Jak to
zrobic?

e Odpowiedz: predkosc tego obiektu okreslona
jest przez pochodng x(t) wzgledem czasu:

d
v(t) = —(t)



Motywacja

e Zatozmy sytuacje odwrotng: znamy predkosc
jakiegos obiektu w kazdej chwili czasu, czyli
v(t), i chcemy na tej podstawie wyznaczy¢
jego potozenie, x(t). Jak to zrobi¢?



Motywacja

e Zatozmy sytuacje odwrotng: znamy predkosc
jakiegos obiektu w kazdej chwili czasu, czyli
v(t), i chcemy na tej podstawie wyznaczy¢
jego potozenie, x(t). Jak to zrobi¢?

 Odpowiedz: rozwigza¢ rownanie

dx(t)
dt v(t)

w ktorym niewiadoma jest funkcja x(t)




Motywacja

pochodna

- I
x(t) v(t)
— _/

catka

Catkowanie jest operacja ODWROTNA
do rézniczkowania



Notacja

pochodna:

v(®) = 2 (©
- Y
x(t) v(t)
A _/
catka:

X = fv(r) dt



Notacja

pochodna:
t —dxt
() =— ()

- Y
x(t) v(t)
A /

catka:

x(t) = fv(t) dr

tym sie zajmiemy T Gadzie jest (t)
nieco pozniej po prawej stronie?

J \

To nie moze byc¢ t!




Prosty przyktad

e Skoro (x?)' = 2x, a catkowanie jest operacja
odwrotng do rozniczkowania, wiec

ijdxzx2



| od razu problem...

e Hmm... dla kazdej statej rzeczywistej C
zachodzi (x* + C)' = 2x, wiec

fodx=x2+C

e Catkowanie nie jest operacjq jednoznaczng:
wynik znamy tylko z doktadnosciag do dowolnej
statej rzeczywistej, zwyczajowo oznaczanej C



Interpretacja fizyczna

C <« p(t) —>

tu jest moje tu jest moje — X, (t) E

,x = 0" ,x = 0" €< xgp(t)—>

Bernard
obserwujemy
rozne
BRI 26(E), e predkos¢ nie zalezy od wyboru
ale te sama ,
predkoté v(t) poczatku uktadu wspotrzednych

AW

B Y



Interpretacja geometryczna

* Przesuniecie
wykresu wzdtuz
osi ¥y~
nie zmienia
nachylenia stycznej =~
do wykresu
dla danego ,x”

-2 -1.5 -1 -0.5 0 05 1 1.5 2
X



Catka nieoznaczona - definicja

* Niech f(x) bedzie funkcjg okreslong na
pewnym przedziale P. Kazdg funkcje F(x)
rozniczkowalng na P i spetniajacg w kazdym
punkcie x € P warunek

F'(x) = f(x)
nazywamy funkcjg pierwotng funkcji f
lub catkq nieoznaczong funkcji f
lub po prostu cafkg funkcji f i oznaczamy

f f(x)dx




Sposob czytania

f f(x)dx

,Catka z ef od iks po de iks”



Niejednoznacznosc¢ catki

 Jesli funkcja F(x) jest catkg funkcji f (x), to kazda
funkcja G(x) = F(x) + C, gdzie C jest stata, tez
jest catkg funkcji f, bo G'(x) = F'(x) = f.

e Jesli F(x) iG(x) sq catkami funkcji f(x),
to F(x) — G(x) = C, gdzie C jest pewng stata.

e W zwigzku z powyzszym w tablicach catek podaje
sie wzory z doktadnoscig do statej C, np.

fodx=x2+C



Catkowanie a rozniczkowanie

e Catkowanie funkcji to po prostu obliczanie

dowolnej catki tej funkgji

e Catkowanie (funkcji ciggtej) jest operacja
odwrotng do rézniczkowania:

f f(x)dx

=/

=f

fF’(x)dx =F+C



Wzory podstawowe

xa+1

a+1
. f%dx=1n|x|+(]
e [e*dx=e*+C

e [sinxdx =—cosx+C

o [x%dx =

+C, a+ -1

e [cosxdx =sinx+C

Te wzory ftatwo sprawdzi¢, obliczajac pochodne obu stron



Catkowanie jest operacja liniow3

J laf(x) + Bg@)]dx = af f(x)dx + Bf g(x)dx

e Catka sumy jest sumg catek

e Czynnik staty (tu: «, f)
mozna wytgczyC przed catke



Catkowanie jest operacja liniow3

J laf(x) + Bg@)]dx = af f(x)dx + Bf g(x)dx

Przyktad:
1
o [ 2x —+x)dx =2 xdx — [ xzdx

1

xz x1+§
= 2 F C
2 1
1+5
2

=X2—§X\/}+C



Czy catkowanie jest proste?

 Rdozniczkowanie jest proste, jednak daje
w wyniku ztozone funkcje

* Dlatego catkowanie niektérych ztozonych
funkcji jest proste, natomiast catkowanie
wiekszosci prostych (i ztozonych) funkc;ji jest
trudne

e Catki bardzo wielu prostych funkcji nie s3
funkcjami elementarnymi ®




Jak sie catkuje?

e 50 lat temu: ulu

oiony temat egzaminacyjny

e 25 |at temu:

e teraz:

ﬁWolframAlpha o

: integrate(sqri{1+x~3))

)

E D B g = Examples == Random

Indefinite integral:

fv 1+x% dx=

! 2[1‘4 N1 3 \/—w,f‘s T1 e+ (-127) \/(—1;2*'31-2”*3 "1 x4l

Sy ¥ +1

F|sin~! D"+ )
V3

3‘1‘ -1 ] +x] } constant



Proste funkcje mogg nie miec
elementarnych catek

o [V1+x3dx (tzw. catka eliptyczna)
o | Sizxdx (tzw. sinus catkowy)

o | lrl—xdx (tzw. logarytm catkowy)
. fe‘x dx (tzw. funkcja btedu)

* i wiele innych...



Funkcje specjalne

Wiele takich nieelementarnych catek ma swoje
wtasne oznaczenia, np.:
f sinxdx
X
oznacza sie symbolem Si (sinus catkowy)

e S3 to przyktady funkcji specjalnych
 Nie ma sensu uczyc sie ich na pamiec,
ale trzeba mie¢ sSwiadomosc ich istnienia

 Octave implementuje kilkadziesiat funkcji
specjalnych



A co, jesli catki nie ma w tablicach
ani w WolframAlpha?

e Pozostajg metody numeryczne, ale o tym za
chwile



DWIE METODY



Dwie popularne metody
przeksztatcania
wyrazen catkowych

e Metoda zamiany zmiennych
 Metoda catkowania przez czesci

 Nie musisz ich stosowac, ale powinienes
rozumiec notacje, ktora z nich korzysta



Zamiana zmiennych
Przyktad: ile wynosi I = [ 2x cos(x?)dx?
» Wprowadzamy nowa zmienng t = x*

 Wyznaczamy rézniczke nowej zmiennej:
dt = (x%)'dx = 2x dx
e Zamieniamy w cafce x na t:

ij cos(x?) dx = fcos(t) dt = sin(t) + C

e Wracamy w wyniku do x zamiast t:

I = fo cos(x?)dx = sin (x%) + C




Catkowanie przez czesci
* Niech dane bedg dwie funkcje, f i g.

* Wiemy, ze (fg)' = f'g + fg’
orazdf = f'dx, dg = g'dx. Stad

| oy ax=[fgax+ |fg ax
fo=[gdf +|fdg
|rdg=rg-|gas




Catkowanie przez czesci

&19 = ]}g —{q d<

rozniczka iloczyn rozniczka
drugiej funkcji (bez catkil) pierwszej funkcji



Catkowanie przez czesci

Przyktad: I = [ Inx dx

e Podstawiamy f = lnx,g = x

e Czylil = [ fdg

* Korzystamy ze wzoru, I = fg — [g df

e Wracamy do ,x”:I = (Inx)-x — [xdIlnx

1
I=xlnx—fx-;dx =xlnx —jdx

[=xInx—x+C



CAtKI OZNACZONE



Catka oznaczona

 Niech F bedzie dowolnha catkg nieoznaczong
funkcji f ciggtej na przedziale [a, b]. Wtedy
roznice
F(b) — F(a)

nazywamy catka oznaczong funkcji f na
przedziale [a, b] i oznaczamy

b
f f(x)dx



Catka a pole pod wykresem funkcji

1+

0.8

0.e

0.4 -

0.2 -

]

-0.2

-15 -10 -3 0 ] 10 15

f: f(x) dx = pole nad minus pole pod wykresem




Przyktad 1

° pOle éWIartkI [ integrate (sqri(1-x**2)) from 0 to 1 J
kota to

1
JIA
1— xZdx = -
f\/ raxr =y
0

1 " T
f- 1% dr= " +0.78540
i 4

0.2} “.
]

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0




Przyktad 2

* pole jednego ) [| integrate (sin(x)) from 0 to pi J
,garba” funkciji

f(x) = sin(x)

. rsin[l‘] dx =2
sinxdx = Jo
0
n 1.0F
—COS X — al
x=( 0.6
—(cosmT —cos0) = i
—(—1 — 1) = 7 _[]"_"'zi.’é"ifzi"{f;'"zf[']"z'.'é"ﬁfu%s




Notacja

b
F(x)
X=a
oznacza
F(b) — F(a)
np.
T
T
fsinxdx = —COS X
x=0
0

bo —cos x +-€ jest catkg nieoznaczong sin x



Zastosowania w fizyce i okolicach
’ predkosc

.
s(t) =s(0) + f v(t)dr

droga/ T \
=0 Linny

czas”

szs t / glreeftrycy
t) =0(0) + J I(t)dt
o ew=e+ i@

elektryczny =0

Catki wyznaczane sq po czasie T biegngcym od chwili poczatkowej (0) do ¢



CAtKA RIEMANNA



Motywacja

e Catka Riemanna jest intuicyjna z punktu
widzenia inzynierskiego

* Pozwala catkowac szerszg klase funkcji niz
metoda oparta na catce nieoznaczonej
(np. niektore funkcje nieciggte)

e Catkowicie wystarcza ,w normalnych
zastosowaniach”



Cel

e Jak obliczy¢ pole
pod krzywa,
np. pod parabola
f(x) =x*dla
04<x<17?

-0.2 P 0.2 04 06 08 1




Sposob ,wspotczesny”

1_ xF*2

e e Smennt » Narysowaé wykres
02 p 0.2

.0.2- na komputerze i
| zliczy¢ piksele...




Zliczanie pikseli: w paskach?

e Zliczanie pikseli bytoby
zmudne, ale kierunek
myslenia nie jest zty...

e Zadanie nieco sie
uprosci, jezeli zamiast
pojedynczych pikseli
zaczniemy zliczac
pionowe paski




Szerokosc paskéw nie musi byc stata

e Zadanie jeszcze bardziej
sie uprosci, jezeli
dopuscimy, ze paski
moga miec rozng
szerokos¢

 Oile wezmiemy granice,
w ktorej szerokosc
najszerszego paska dazy
do zera...




Podziat przedziatu catkowania

o({x;})
\

a ( 1 b

X0 X1 X2 X3 X4 Xg X6 X7 Xg  XN-1 XN

* Przedziat |a, b] dzielimy na N odcinkdw punktami
X1,X9, ..., Xy_1; dodatkowo xy = a, xy = b oraz
Aa=xg<x1<Xp..<XxXy=0b>b

e Dtugos¢ kazdego odcinka: Ax; = x; — x;_4

e Dtugosé najdtuzszego odcinka oznaczamy 6({x;})
i nazywamy srednicq podziatu {x;}



Wybor punktow w podprzedziatach

$1$2 $3 $a S5 S6 $7 S8 SN

>
a=xg X1 X X3 X4 Xsg Xe X7 Xg Xy-1 Xy =D

* W kazdym podprzedziale [xj_1, X; | wybieramy
dowolny punkt &, (tj. xp_1 < & < xy)

e &, moze leze¢ wewnatrz (tu: xg < &1 < x4) lub
na jednym z krancow ,,swojego” przedziatu
(tu: $4 = x3, {5 = Xs)



Utworzenie sumy

$1$2 $3 $4 S5 S6 $7 S8 SN

a=xg X1 X X3 X4 Xs X6 X7 Xg Xy_1Xy=Db

S =f(&E1)Axy + f(&2)Ax, ...+ f(En)Axy

przypominam, ze Ax; to dtugosc k-tego odcinka, tj.
Axk = Xk — Xk-1



Utworzenie sumy

$1$2 $3 $4 $s S6 $7 S8

Ax; Ax, Axs Ax, Axs Axg Ax, Axg

b—a

N
$= f&0-Ax
k=1

Axy = Xy — Xp—1




Interpretacja sumy

$3 ¢,
LN\ $8 —~., :
__ i $6 & / AN
i : A e | i
" i L1 N | 3
a +—r>i¢ >i¢ ><¢ > it > < > < SBLLLLELLL < > b
Ax; Ax, Axs Axy Axs Axg Ax Axg Axp

N
$= f(60)-x,
k=1

* To jest suma pol powierzchni prostokgtow
o podstawie Ax; i wysokosci f(x},)



Interpretacja sumy

$3 ¢,
TN o,
$2 s d "
_ S i $6 &7 / N
|| = T = s
|y | L1 N | S
a< > < > > > ¢ > ¢ > SBLLLLELLL < =b
Ax; Ax, Axs Ax, Axs Axg Ax- Axg Axy

 Suma pol powierzchni prostokgtow aproksymuje
(przybliza) pole powierzchni pod krzywa

e Wktad prostokatéw z f (&) < 0 jest ujemny
* Do petni szczescia potrzeba granicy



Przejscie graniczne

N
R=1lim ) f(£)Ax,
k=1

$3 &,
$8 —~.,
$2 $s / .
o e s S
| BRs i
L | L1 |
Ax; Ax, Axs Ax, Axs Axg Ax- Axg

gdzie & to, przypominam, srednica podziatu {xj}



Przejscie graniczne

4
§6 ~,

r E- . Nr‘-,'

53 i ANy : N
ii"? wﬁ &7 / !
il | L | R

L R U U RN O JUN: A O b

Ax, A Axg  Axy Axs A A A A

N
R=1lim ) f(£)Ax,
k=1

Jezeli powyzsza granica istnieje i jej wartosc nie
zalezy od wyboru podziatu {x]} | punktow ¢,
to jej wartos¢ nazywamy catka Riemanna
funkcji f (x) na przedziale [a, b]



Interpretacja fizyczna

N
s(8) = lim > v(;) - At
k=1

Aby obliczy¢ droge, jaka ée przebyt w czasie t,
dzielimy ten czas na N odcinkéw. W kazdym z

nich wybieramy jakas chwile &, i zaktadamy, ze
w catym odcinku czasu [t;_4, t; ] poruszat sie ze
statg predkoscig (&}, ), wiec przebyt w nim droge
v(&,) - (t, — tr_1). Sumujemy te drogi.
Powtarzamy te procedure dla coraz drobniejszych
podziatéw odcinka czasu [0, t] (granica!)



Przyktad

1.1

e |le wynosi

1 A

° Zliczamy kratki 0.7 b

+ 7 + 5 5 4+ 0.6
+32x001=032 [ 4
e Odp:1 = 0.32 y

|:|.
o 01 02 032 04 05 06 0.7 08 09 1 11
X




Przyktad

e Mozna wartosc¢
catki oszacowac I R
kratki pod krzywa o7 pad
(24) ipetne kratki  °[ |
obejmujace I
krzywa (19+24). Y S

e 024 <1043 02

0 0102 03 04 05 06 0.7 08 09 1 11
X




Przyktad

1.1

e W tym przyktadzie:
w kazdej kolumnie sg
max. 3 zielone
kwadraty.

0.7 [

* Kolumnjest1/h 0.5 [ o

e Niepewnos¢ ol I
pomiaru = pole

zielonych

3h2 h—0 .

< _3p—So0 () JT== ,
h 0 0102 03 04 05 06 0.7 08 09 1 11

X

0.2




Podejscie matematyczne

>

0 =xg X1 X X3 X4 Xg Xe X7 Xg - Xy—1 Xy =1

Dzielimy przedziat [0,1] na N réwnych
podprzedziatéow |x;_1,x,], k = 1,2, ..., N, gdzie
xe ==, k=01.,N

Dtugos¢ kazdego podprzedziatu h = 1/N
Wybieramy &, = x;, (prawy kraniec
podprzedziatu [xj,_1, X ])

Tworzymy sume Y3/, f (&) - Axy,



Podejscie matematyczne

N N
SIN) = ) f(5) B = ) (E)? - h
k=1 k=1

N(N +1)(2N + 1)

”MZ

N 2
1 k 1
SN :N;(N) g

NN+1)@2ZN+1) 1
WS = I T T3

1
1
szdx=—
0 3

6N3




To samo z catki nieoznaczone;

3

X

2d = —
fx X 3

wiec
1 x3 1 13 03 1
sz dx=—‘ =
0 3 lx=0

czyli tatwiej i szybciej



Zalety catki Riemmana

* Mozna catkowac funkcje ,troche” nieciggte

funkcja catka (+0)

) | i i i | | | ) | i i i i | i
-2-15-1-05 0 05 1 15 2 -2-15-1-05 0 05 1 15 2




Symbol [

e Symbol catki, [, to stylizowana litera S (Suma)

N b
Zf(fk)'Axk —>f f(x)dx
k=1 a



CALKI NIEWLASCIWE



Przypadek 1:

granica catkowania dazy do + oo
e Catke

| reax
a
rozumiemy jako

b
o [ 1o



Przypadek 1:
granica catkowania dazy do + o

e Podobnie

b
f f(x)dx

rozumiemy jako
b

lim | f(x)dx

a—— oo
a



—dx

f 1
1

2

0.0)

= f x %dx = —x‘l‘

1

Przyktady

uproszczona
notacja
e
o V11 1
= —— 4 — =
1 oo 1

to nieco trudniej
udowodnic

dwa razy catka
powyzej



Przypadek 2:
wartosc funkcji nie jest ograniczona

e Jezeli f(x) » oo dlax — a, to catke

b
f f(x)dx
a
Rozumiemy jako

b
m f f(x)dx



O\H

ﬁ\“

Przyktady

Nlb—\

0 0.2 04 06 08 1

1
E — /1 —

VO =



Przyktady

()2

0 N bHANONDO ®
|||||||||||||||

-1 05 0 05 1



METODY NUMERYCZNE



Jak to sie robi naprawde

e Catkowanie jest trudniejsze i bardziej zmudne
od rozniczkowania

e Poza najprostszymi catkami, wiekszos¢ z nich
probuje sie rozwigza¢ metodami
komputerowymi (poza matematyka czyst3)

 Te metody dzieli sie na algebraiczne (dajace
scisty wynik) i numeryczne (dajgce wyniki
przyblizone)



Metody algebraiczne

 Wolfram Alpha, Mathematica, Maxima, etc.

e Usitujg wyznaczycC catke nieoznaczong poprzez
funkcje elementarne lub funkcje specjalne

Indefinite integral:

f A axy=
]

X+

2 (—1)%4 y x2 +1(Ftsmh ‘(\/—\/’—”—1 E:smh (\/—\/_)l—l))
-

E(x | m) is the elliptic integral of the second kind with parameter m = k2

constant

sinh~! (x) is the inverse hyperbolic sine function

F(x | m) is the elliptic integral of the first kind with parameter m = k*




Wolfram Alpha, wxMaxima...

[ Catka el

integrate x*x from -1 to 3

Wyrazenie: exp (—x)

= i B .
Zmienna: X
V| Granice catki OZNACZONE|
e a1,
Leftl 2gl

Od: 0O | Specjalne

28
Fxxdx = % ~ 0.3333 o inr —

=1

7| Catkowanie nurmeryczne

VVisual representation of the integral: Algorytm: | quadpack

; / ook || Anuly
10 |
Wk
. \ 4
of
2

| (%i1) integrate(exp(-x), X, 0, inf);




Metody numeryczne

e Opieraja sie na catce Riemanna (sumowanie
plus ekstrapolacja)

e Octave — 5 metod:
quad (f, a, b)
uadv (Ff, a, b)
uadl (F, a,
uadgk (f, a, b)
uadcc (F, a,

C
C
C
C



Przyktad

%\*—*

1
of
>> quad( ,0,1)
ans = 2.00000000000000

>> [q, ier, nfun, err] = quad(@(x)(1/sqrt(x)), 0, 1)
g = 2.00000000000000 # wartosc
ler=0 # 0 oznacza sukces

nfun = 231 # liczba wywotan funkcji
err = 5.77e-015 # oszacowanie btedu



Maxima

e (%I1) quqd_qags(l/sgrt(x), X, (I) 1),

(%01) [1.999999999999998, | 231,0]

Wyrazenie: 1/s3grt (x)

/ — -

wynik

Zmienna: X
Od: O ——y— | _
1| Nercancs
Do: 1 Specjalne |
S > /| Catkowanie numeryczne ! [ ok H Anulyj

ﬂ|gﬂf}‘tf‘? ~q|_ﬁdpack - '
0] i i

remberg !}I{ ] | Anulu |
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