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SZACOWANIE NIEPEWNOSCI
POMIAROWE)



Przyktad: objetosc¢ kuli

e Kulka z fozyska tocznego ma srednice 2,3 mm,
CO 0znacza, ze objetosc kulki wynosi
md3 ;
V = r ~ 6,3706263027 mm

Doktadnosc¢ suwmiarki, ktorej uzyto do
pomiaru srednicy kulki, wynosi 0,1 mm. Jaka
jest doktadnosc pomiaru jej objetosci?



Przyblizenie liniowe funkcji
Za pomocg pochodnej

o f(x) = f'(xg) - (x —x0) + f(x0)
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e Przyimujemy f =V, x=d,dy, = x, = 2,3 mm



fx) = f'(x0) - (x —x0) + f(x0)
V(d) = V'(dy) - (d —dp) +V(dy)
V(d) —V(dy) = V'(dy) - (d — dy)
AV = V'Ad
|AV| = [V'] - |Ad]

A N

Oszacowanie Wspoiczynnik Niepewnosc
niepewnosci proporcjonalnosci, wartosci
zmiennej czyli pochodna zmiennej

zaleznej V’'(d) niezaleznej



[AV] = V'] - |Ad]
/ f N\

Oszacowanie Wspotczynnik Niepewnosc¢

niepewnosci proporcjonalnosci, wartosci

zmiennej czyli pochodna V’(d) zmiennej

zaleznej niezaleznej
d3 rd3™ ! md?

Vd)=— = V@d)=3——=—

d* 2.3°

T .
AV =~ — |Ad| = 3,14 - — 0.1 = 0,83 [mm?]

V=637 +083 mm?



Notacja

d=2,30+ 0,1 mm

V=637 + 0,83 mm?°
A

2 cyfry znaczace

alternatywny (zalecany) zapis:

V =6,37(83) mm?3



Notacja

d=2,30+ 0,1 mm

V=637 + 0,83 mm?°
A

2 cyfry znaczgce

alternatywny (zalecany) zapis:

V =6,37(83) mm?3

« Zadna z powyzszych czterech liczb nie jest doktadna!
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Dlaczego to dziata?
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Dlaczego to dziata?
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Dlaczego to dziata?
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Interpretacja pochodnej

/
AV| = [V'] - [Ad]
Oszacowanie Wspoétczynnik Niepewnos¢
niepewnosci proporcjonalnosci, wartosci
zmiennej czyli pochodna Vv’ (d) zmiennej
zaleznej niezaleznej

e Wartos¢ pochodnej zmiennej IV wzgledem d
informuje nas w sposob iloSciowy,
w jaki sposob zmiana d wptywa na zmiane V.

/,|AV| ~ (8. BTmmZ) - |Ad|\

Skutek Przyczyna
,L,wzmochienie”



Ogdblny wzor
na niepewnos¢ pomiarowa

[Af ()| = |f (x)] - [Ax|

e Dla funkcji wielu zmiennych jest podobnie,
ale o tym nieco pozniej



PREDKOSC | PRZYSPIESZENIE



Predkosc¢

* Predkos¢ (szybkosc)

L As ds
v = —_——
A%?O At dt

S = przebyta droga s(t)
t =czas

s(0)=0



Przyspieszenie

* Przyspieszenie
Av dv d’s

R v At dt dt?

s = przebyta droga
v = predkos¢
t = czas



Przyktad - zadanie

* Potozenie pewnego obiektu, ktory porusza sie
po linii prostej wzdtuz osi x, dane jest

rownaniem

2
x(t)=§t3—6t2+10t, 0<t<7s

Jaka droge przebyt ten obiekt w ciggu
pierwszych 7 sekund ruchu?




Kiedy funkcja jest rosngca/malejaca?

dx Ax
® PV =—x —
dt At

e v>0Ax>0 Db N
s V<0 AX<0 & b b N

L

e V=0 Ax=0

O Krarice przedziatu
O Ekstrema




Kiedy funkcja jest rosnaca/malejaca?

e >0 = Ax > 0 funkcja rosnaca

e V< 0 = Ax < 0 funkcja malejaca

W

cev=0>=> Ax=0
tu moga by¢ minima
lub maksima

dx(t)
dt

=(3t3 — 6t2 + 10t) Wb NS
3
= 2t% — 12t + 10

.v:




Kiedy funkcja jest rosnaca/malejaca?

e >0 = Ax > 0 funkcja rosnaca

e V< 0 = Ax < 0 funkcja malejqca
cev=0>=>Ax=0 o
tu moga by¢ minima :
lub maksima S
dx(t) N SR
dt o
=(§t3 _ 612 4 10t)

=2t% =12t +10  aledinin O

.v:




Kiedy funkcja jest rosngca/malejaca?
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« Obszar I: x(t) \+ 0 | 9T ]
jest funkcja s -\ .. ]
rosnqcay | l
v(it)=x'(t) >0 o f |

e Obszar 11: x(t) o
jest funkcja S S
malejaca i : _
v(t)=x'(t) <0 q0f S

e Granice ;
obszarow: x(t) 15 i NG ...
osigga minimum - O f
lub maksimum  zpplbe—dei il i,

i x'() =0 o 1 2 3 4 5 & 7



Kiedy funkcja ma minimum
lub maksimum?

e x(t) osigga
minimum lub
maksimum
gdy x'(t) =0

e Zamiast badac,
gdzie funkcja g st
ma ekstrema,
tATWIEJ rozwigzad
rownanie

x(t)=0




Wracamy do zadania

to=0, x(t) =0 1o T

2 : (Lﬁﬁv YA

t; =5  x(t) =—162 “ﬁk}“f ______ \ o]

2 I : : : :
t3 — 7, X(t3) — 4‘§ 2 5 NN

d = |x; = xol + |22 — x4 h
+ |x3 — xz|
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Przyspieszenie

dv d*x
dt  dt?
d(2t? — 12t + 10)

a =

¢ dt

a(t) =4t — 12
a(t) =0 = t=3

e v(t) ma minimum
dlat=3
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Funkcje wypukte i wkleste

Funkcja wypukta, /" =a >0 Funkcjawklesta, /" =a <0
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Punkt przegiecia

15
a(tp)zo — tp=3 10 :
t, Jest 5[

punktem przegiecia ]

funkcji x(t) AN
DIaOStStpfunkcja 5

jest wklesta

Dla 0 <t < t,, funkcja - _
jest wypukfa S15 b
W punkcie t,, predkosc -
ma wartos¢ minimalna

10 :

2p L




Przyspieszenie a ,,sita”

F
°a = - (fizyka) 0
* t, =3 jest :
punktem przegiecia .

funkcji x(t), a = 0, wiec

nie ma sity (F = 0) -5
*Dla 0 <t < t, funkcja jest

wklesta, ,sita” dziata ,w

doét” (i maleje) -15

* Dla 0 <t < t,, funkcja jest -

wypukta, ,sita” dziata ,, do
gory” (i rosnie)

15 [




Interpretacja wykresu

e Wt = 0 obiekt znajduje sie
w punkcie x(0) =0
i ma predkosc poczgtkowq
x'(0) =10

e DIa0 <t <1 obiekt jest
hamowany i zmniejsza swoj3g
predkosc¢ do zera

e Wt =1 obiekt sie
zatrzymuje, po czym
przyspiesza w kierunku
wartosci ujemnych

e Wt = 3sitazmienia znak i
zaczyna hamowac obiekt
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Interpretacja wykresu

e Wt =5 predkosc¢
obiekt u jest rowna
Zeru, a jego potozenie
ma wartos¢ krancowg
(minimum)

e Dlat > 5 obiekt wciaz
jest przyspieszany ,,do

gory”
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Pochodne sg uzyteczne

e Pofozenie minimum,
maksimum i
punktow przegiecia
funkcji najwygodniej
ustala sie za pomocg
szukania miejsc
zerowych pierwszej
i drugiej pochodnej
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x'(t) = 0 nie zawsze lokalizuje
minimum lub maksimum

e Funkcja x(t) = t3
ma pochodng
x'(t) = 3t?, ktéra
znikaw t = 0, ale
wcale nie ma w tym
punkcie minimum
czy maksimum!




Punkty krytyczne

* Punkty krytyczne
funkcji y(x)
to punkty, w ktorych
y'(x) =0 lub
pochodna nie istnieje




Ekstrema lokalne i globalne

e Ekstrema lokalne
funkcji ciggtej na ,
przedziale mogq sie
znajdowac tylko w je;

ounktach krytycznych

ub na koncach
orzedziatu

'y (x)

glob.

e Ekstrema globalne
wyznaczamy wzgledem
catej dziedziny



Jak odrozni¢ ekstremum
od punktu przegiecia?
e Zrob wykres!
* Lub sprawdz, czy x'(t) zmienia znak
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Badanie funkcji

Funkcja x(t) Potozenie samochodu

e Dziedzina e Kiedy moze jezdzié?

* Przeciwdziedzina  Gdzie moze jezdzi¢?

e Punkty nieciagtoéci e Czy moze sie teleportowac?

e Ekstrema funkcji o Kiedy e zmienia kierunek jazdy?

* Przedziaty * Kiedy utrzymuje kierunek
monotonicznosci jazdy?

e Punkty, w ktdrych e Czy odbija sie od $ciany
pochodna nie istnieje jak @ ?

e Punkty przegiecia e Kiedy hamowanie <> gaz?

Jest tatwe i intuicyjne



ROZNICZKI



,Bardzo mata roznica”

e Zatozmy, ze x jest funkcja t. Na ile mata
Zzmiana t wptywa na matg zmiane x?

o« Ax(t) = x'(t) - At
W granicy At — 0 piszemy:
dx(t) = x'(¢t) - dt
e Literka d oznacza tu bardzo matg,
(infinitezymalnqg) zmiane danej zmiennej

 Te zmiane nazywamy rozniczka



Rachunek rozniczkowy

* Obliczanie rozniczek jest proste, jesli potrafimy
liczy¢ pochodne

e d(x?) = 2xdx, bo (x?) =2x
e d(cos(x)) = sin(x) dx, bo (cos(x)) = sin(x)

e d(x(t)) =vdt, bo (%)’ =V

o d (f(x(t))) = f'(x) -vdt, bo
(Fx(®)) =F)-2'@®) = f'(x) v



Rachunek rozniczkowy

Obliczanie rozniczek jest proste, jesli potrafimy
liczy¢ pochodne

d(2x) =2dx, bo (2x)' =2
dlx+y)=dx+dy, bo (x+y) =x"+y
d(x-y) =ydx +xdy, bo (xy)' =x"y + xy’

d
dx = == dt = x'dt
dt




Po co?

e Rozniczki pozwalajg przechodzi¢ z jednej
zmiennej do drugiej

e | pojawiajg sie w catkach...



ZASTOSOWANIA
POZA MATEMATYKA



Pochodna = predkos¢ zmian

ELEKTRYCZNOSC d Q
tadunek
natezenie pradu | = ——
dt czas
dW praca
moc P —= — ras
dt
TERMODYNAMIKA
1 dQ ciepto

ciepto wtasciwe (C =
m dT temperatura

1dL dugos

wspotczynnik — _
L dT temperatura

rozszerzalnosci cieplnej



Gradient (V)

e Gradient to predkosc¢ zmiany jakiejs wielkosci
wzgledem odlegtosci

e gradient temperatury: 71, T,
dT
VT = —

e gradient cisnienia:

dpP
VP = h

A

>
X
P;
Py



Gradienty dobrze wida¢ w terenie
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POCHODNE A OBLICZANIE GRANIC



0 oo

Granice niewtfasciwe i

CO

—

e Jezelidlapewnegoc € Rlubc =+
- lim f(x) =limg(x) = 0lub +
C_G X—C X—C
o = oraz istnieje (wtasciwa) granica
e} ,
3 0 _ ()
o O lim —
o - x—c g'(x)
% to
f L f(x)
lim ——= = lim
x-c g(x)  x-cg'(x)




sin(x)

Przyktady

e lim =1
x—0 X
bo lim [Sm(x,)] = lim cos(x) _ 1
x—0 (x) x—0
e lim In() _ 0
xX—>oo X
bo lim [ln(x3] = lim 2£ = 0
x—oo (x) x—>oo 1



Reguta de |'Hospitala

e Jest prosta w uzyciu, a pochodzi jeszcze
z konca XVII wieku

* Bardzo utatwia znajdowanie granic, gdy nie
mamy pod rekg narzedzi informatycznych

e Jednak skoro je mamy, wystarczy swiadomos¢
jej istnienia



SZEREGI TAYLORA



Szereg Taylora

e Szereg Taylora fun

w ktorym ta funkcj

kcji f(x) w punkcie a,
a jest rozniczkowalna

nieskonczenie wie

f'(a)
1!

f(a) + (x

czyli

e razy, definiuje sie wzorem

f'(@

> (x —a)* + ..

—a) +

2 Fm)

> ey
n.

n=0



Zbieznosc¢

e Nie ma gwarancji, ze szereg Taylora funcji f
wzgledem a jest zbiezny do f dla kazdego x

e Bywa, ze jest zbiezny tylko w pewnym
otoczeniu punktu a

e O funkcji f, dla ktérej jej szereg Taylora
w punkcie a jest zbiezny do f (x) w pewnym
otoczeniu tego punktu, mowi sie, ze jest
funkcjq analityczng w a.



Aproksymacja

e Szereg Taylora czesto sie ucina na kilku
pierwszych wyrazach, tworzgc tzw. wielomian
Taylora

e Jest to zwykle doskonaty sposob aproksymacji
funkcji w poblizu wybranego punktu

 Wielomian Taylora stopnia 1 daje znany nam
WzOr

fix) = f(a) + f(a)(x —a)



Pochodna numeryczna

FGc+h) = ()
h

@+ @R+ f @R — f)

) h

~ f'(x) +0(h)

fx+h)—f(x—h)
2h

@)+ [ OR+ 5 f7COR = [0 = f'0Oh + 5 £ (OR?]

2h



Pochodna numeryczna

FGc+h) = ()
h

@+ @R+ f @R — f)

) h

~ f'(x) +0(h)

fx+h)—f(x—h)
2h

G + 11O + 3 FAEOR? — [F6] - £ 00k + 5 [reR]
- 2h



Pochodna numeryczna

FGc+h) = ()
h

@ F @R+ f @R — f)

) h

~ f'(x) +0(h)

f(x + h) f(x B h) doktadniejszy wzor

Mwm\ }P@//M F' (O + 5 [ 6R?]

~f(x)+ O(hz)



Dygresja: notacja O(h) dlah — 0

Zapis

fx+h)—f(x—h)
2h

~ f'(x) + O(h*)

Oznacza, ze bfad przyblizenia jest rzedu h? (np.
10h* lub mniejszy (np. 5h3) w granicy bardzo
matych h (h — 0)

(w praktyce ten zapis podaje doktadny rzad wielkosci)



Przyktady notacji O(h) dlah —» 0

0(1): 1,m,100 (ale tez h, h?, ...)
O(h): h,20h,h + h? (ale tez h?, h3, ...)
0(h%): h?5h?% 0.01h% + h> (ale tez h?)

O(h™) oznacza ,wielko$¢ o wartosci
bezwzglednej mniejszej niz ¢ - h™ dla pewnego
¢ > 0 i dostatecznie matego h”

Notacja O stuzy do identyfikacji czynnika
wiodgcego wyrazenia w odpowiedniej granicy
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