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WSTEP



Motywacja

* Dotychczas zajmowalismy sie rownaniami
rozniczkowymi, w ktoérych istniata tylko
jedna zmienna niezalezna
(zwyczajowo nazywana t lub x):
rownania rozniczkowe zwyczajne

e Czy istniejg zagadnienia naukowo-inzynierskie,

w ktorych przydatne bytoby wprowadzenie
kilku zmiennych niezaleznych?



Drgania struny

A

/\/

o« T

* Przy jednakowym naprezeniu struny sity
dziatajace na nig w punkach A i B zalezg od jej
ksztattu (,,promienia krzywizny”) w otoczeniu
tych punktow

Ow

* Dlatego réwnanie ruchu struny zalezy nie tylko od
pochodnych po czasie (t), ale i przestrzeni (x)



Drgania struny

A

/\/

o« T

e Skoro jednak rownanie ruchu struny powinno
zaleze¢ zarowno od pochodnych po czasie,
jak i przestrzennych, to nie moze byc¢ rownaniem
rozniczkowym zwyczajnym

Ow




Przeptyw ciepta

e Jesli w otoczeniu pewnego punktu temperatura
jest wszedzie taka sama jak w tym punkcie,
to przez ten punkt nie przeptywa ciepto

 To oznacza, ze rOwnanie transportu ciepfta
powinno zalezec nie tylko od pochodnych po
czasie, ale i przestrzennych (trzech!), bo tylko
tak mozna uwzgledni¢ wptyw otoczenia danego
punktu na to, co sie w nim dzieje

 Réwnanie to nie moze wiec by¢ rownaniem
rozniczkowym zwyczajnym



Ruch ptynu

e Rownanie transportu ptynu lepkiego musi
uwzgledniac to, ze na kazdy element tego
ptynu dziatajg co najmniej dwie sity:

— sita wynikajaca z roznicy cisnien w sgsiedztwie
tego elementu

— sita wynikajaca z roznicy predkosci czgstek ptynu
w sgsiedztwie tego elementu (lepkosc!)

e Rownan musi by¢ co najmniej 3 (na trzy
sktadowe predkosci) i muszg zawierac
pochodne predkosci po czasie i przestrzeni



Potrzeba nowego typu rownan

 Whiosek: wielu waznych zjawisk nie mozna
opisac ani rownaniami algebraicznymi,
ani rownaniami rozniczkowymi zwyczajnymi
e [stnieje wiec potrzeba wprowadzenia nowej
klasy rownan, w ktorych liczba zmiennych
niezaleznych, wzgledem ktorych wyznacza sie
pochodne, bedzie wieksza niz 1

e Te rownania to

rownania rozniczkowe czgstkowe




POCHODNE CZASTKOWE



Pochodna funkcji wielu zmiennych

* Dla funkcji jednej zmiennej, f (x), pochodng
zdefiniowalismy jako granice

o St h) — fx)
im

h—0 h

* Problem:
Jak zdefiniowa¢ pochodng funkcji, ktora zalezy od
Kilku zmiennych niezaleznych?




Pochodna funkcji wielu zmiennych

e Odpowiedz:
zdefiniowac tyle pochodnych, ile dana funkcja
ma argumentow



Pochodna funkcji wielu zmiennych

e Ale jak to zrobic?



Pochodna czgstkowa

* Niech f(x,y) bedzie funkcjg dwdch zmiennych
e Definiujemy pochodne czgstkowe:

af : f(x—l—h,y)—f(x,y)

— = lim

dx h—-0 h

of _ fx,y+h)—f(x,y)
— = |]im
ay h—-0 h




Pochodna czgstkowa

* [nnymi stowy:

* Pochodna czgstkowa g—i

to pochodna z f (x, y) wzgledem zmiennej x,
przy zatozeniu, ze druga zmienna, y, ma

wartosc statqg

 Podobnie rozumiemy g—f}



Interpretacja fizyczna

* Niech f(x,y) oznacza wysokos¢ nad poziomem
morza, x — kierunek E, y — kierunek N
of

0x
sie (opadania) terenu

w kierunku W-E

of
dy
sie (opadania) terenu

w kierunku S-N

to szybkos¢ wznoszenia

to szybkos¢ wznoszenia




Symbol pochodnej czgstkowej

 Symbol

0

to stylizowana litera d; czyta sie go ,,de”

e Uzywa sie go, by odrozni¢ pochodng czgstkowa
od zwyczajnej

* Inne znaczenie: brzeg, zwtaszcza objetosci
(np. jesli V jest kulg, to dV oznacza sfere)



X
y

* flxy) =

=

Przyktady

of

® — 2 _——
f(x'y) x_l_y : ax )

e u(x,t) = 3t?

= — =6t —

e gla,b)=alnb = a—gzlnb,

da



3D i wiecej...

 Funkcje 3 i wiecej zmiennych traktujemy podobnie

e Przyktad:
2X

f(x,y,z) = 7+xz =
6f 2

ax ;+Z

Jaf 2x

oy y?’

daf

— = 2XZ

0z



Notacja

of G ] |
ax’ axf' Xf’ fX'

),

oznacza, ze G jest funkcjg Vi P: G(V, P)

Ponadto zapis:

fx



PRZYBLIZANIE FUNKCII
2 ZMIENNYCH PtASZCZYZNA



Kazda ,,gtadka” powierzchnia
jest lokalnie ptaska

e Powyzsze twierdzenie powinno bycC oczywiste
dla kazdego mieszkanca kuli (ziemskiej)



Przyktad: paraboloida hiperboliczna

f(x'y) =X2 _2y2

[X,y] = meshgrid(-1.5:0.01:1.5);
Z = XN2 -2 y.N2;
surf(x, vy, 2);




Przyktad: paraboloida hiperboliczna

jest

[X,y] = meshgrid(-1.5:0.01:1.5);
Z = XN2 - 2%y N2;
surf(x, y, z);

# powiekszenie
# otoczeniu (x=1, y=1) o_ .t
xlim([0.9, 1.1]);
ylim([0.9, 1.1]); o
zlim([-2,0]); v 1l




JAK OPISAC PLASZCZYZNE
W PRZESTRZENI?



Rownanie prostej na ptaszczyznie

Zacznijmy od prostej na ptaszczyznie
przechodzacej przez punkt (0, 0)

Rownanie ,,szkolne” (funkcyjne):
y = mx
Nieco bardziej ogdélne rownanie proste;:
Ax+ By =0

Powyzsze rownanie opisuje wszystkie proste,
takze te, ktora jest prostopadta do osi ,x”



Rownanie prostej na ptaszczyznie

Ax+ By =0
Prayktad: L] S
—2x+y=0
Uzyskana prosta
jest prostopadtado
wektora (—2,1) A




Wektor prostopadty
do prostej na ptaszczyznie
Ax+ By =0
Wektor (A, B) jest
prostopadty do

prostej zadanej
rownaniem

Ax+ By =0

-------------



ROownanie ptaszczyzny w przestrzeni

e Analogicznie do przypadku 2D, ogodlne
rownanie ptaszczyzny w 3D przechodzacej
przez punkt (0,0, 0) ma postac

Ax+By+(Cz=20

e Wektor (A, B, C) jest prostopadty do tej
ptaszczyzny




Wektor prostopadty
do ptaszczyzny

* Przyktad: ptaszczyzna jest
prostopadta do wektora (1, 1, 1)
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Ptaszczyzna
| wektor do niej prostopadty

e Ogolne rownanie ptaszczyzny przechodzacej
przez dowolny punkt (xq, Vo, Zo):

Ax —x0) + B(y —¥9) + C(z—2p) =0
 Wektor prostopadty do tej ptaszczyzny:

(4,B,C)



Wektor normalny do powierzchni

Wektor (4, B, C) ma diugo$ér = VA% + B% + C2.

Dlatego wektor
~ (A B C)
n= ) )
rrr

ma dtugosc 1. Taki wektor nazywa sie wektorem
normalnym do powierzchni. Wektor normalny
ma dtugosc 1 (tzn. jest unormowany) i jest
prostopadty do danej powierzchni.




Pozytek z wektorow normalnych

Wektor normalny okresla orientacje powierzchni
(np. tréjkata) w przestrzeni
e Grafika komputerowa:

obliczanie oswietlenia powierzchni

e Fizyka/matematyka:
wyznaczanie
strumienia przez
powierzchnie

[Zarin and Schrader, 2000]



ROZNICZKA ZUPEENA



Przypadek 1D

e Jesliy = y(x), to jak pamietamy, rézniczka
dy inforumuje nas, jak szybko zmienia sie v,
jesli znamy szybkos¢ zmiany x



Przypadek 2D

e Dana jest ptaszczyznaz = ax + by + ¢

Zi =ax;+ by +c

Zog = aXg + byy + C

Az = alx + bAy

e Ale:a =0z/dx, b = 0z/0y

e Czyli:

dz =L + L4
“ T oy




Przypadek ogdlny

Dowolna rozniczkowalna funkcja 2 zmiennych

d—ad+ad
Z_axx ayy

bo kazdg powierzchnie gtadkg w pewnym punkcie
mozna w otoczeniu tego punktu przyblizyc
ptaszczyzng styczng do powierzchni w tym punkcie



Przypadek jeszcze bardziej ogdlny

Dowolna rozniczkowalna funkcja N zmiennych:




Przyktad

f(x,y) = xy?
df—ﬁdx | gf/dy

df = y*dx + 2xy dy



Przyktad:
szacowanie btedow pomiarowych

U
R = 7 prawo Ohma
a U | a U s ..
dR —_ ﬁ? dU | 81 I dI rozniczka

1 U
|AR| ~ 7 |AU| + 1_2 |AI| bezv?zjfgldedny
lub:

btad
wzgledny

|AR |AU I|AI
Rl lul |1



GRADIENT



Jak wyznaczy¢ przebieg poziom

IC

| kKierunek najwiekszego spadku?

Kierunek spadku: w terenie wystarczy pusc
kulke lub wylac¢ wode

WRiverbank .

Cem<_ /__r;‘- = ST
VAR .
I -

r

Jak to zrobig,

jesli mamy tylko
rownanie opisujgce
,hierownosc terenu”?

e 7/

IC

-

s

-
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Jak wyznaczy¢ przebieg poziomic?

Dana jest ptaszczyznaz = ax + by + ¢
Zi =ax;+ by, +c

Zg = axg + by, + ¢
Az = aAx + bAy =0 (poziomical)

czyli
aAx + bAy =0
wzdtuz poziomicy
Ay a

To nam ustala kierunek poziomicy: — = — —
Ax b



Jak wyznaczy¢ kierunek spadku?

e Skoro wzdtuz poziomicy
aAx + bAy =0

To wektor (Ax, Ay) przesuniecia na poziomicy

musi by¢ prostopadty do wektora (a, b)

 Wektor (a,b) = (gi,g;

kierunek najszybszego spadku/nachylenia
funkcji

) wyznacza wiec

 Ten wektor nazywamy gradientem




Notacja nabla

e Gradient zwykle oznacza sie symbolem ,,nabla”

V

dz 0z
Vz(x,y) = ox’ 3y

e Alternatywna notacja:
grad (z)




Gradient w 3D

e W przypadku 3D, (x,y,z) = f(x,y,2)
gradient zdefiniowany jest jako wektor

~ (of of Of
()= (ax’ay’az)




Gradient

e W przypadku 3D, (x,y,z) = f(x,y,2)
gradient zdefiniowany jest jako wektor

~ (of of Of
()= (ax’ay'az)

 Ogadlnie, dla skalarnych funkcji N zmiennych

af o 0
1) = (35

) ) "t
dx; 0x, dxy




Gradient

a kierunek najwiekszego wzrostu

e Gradient wyznacza kierunek najszybsze;

Zmiany

wartosci skalarnej funkcji wielu

zmiennych (w 2D, 3D,...)

e Ptaszczyzna prostopadtado Vf (x,y, z) jest
ptaszczyzng ,, poziomicowqg” (lokalnie wartosc

f nate
e W przy

j ptaszczyznie jest stafa)

nadku funkcji 1 zmiennej gradient

redukuj

e sie do zwyktej pochodnej



Przyktady gradientéow

* Prawo Fouriera:
q=—AVT
e Czy bez pochodnych
czastkowych mozna
by modelowac
Zjawiska wewnatrz
Stonca?

Visible, IR, and UV radiation

d — natezenie strumienia ciepta | Radoamision |

A — przewodnosc cieplna ; A et 0 1 octs and shortlved
~ magnatio regions

T — temperatura .



Przyktady gradientéw

e Prawo Fouriera:

= —AVT
Ciepto ptynie Gradient jest
w Kierunku skierowany
obszaru o nizszej w strone

temperaturze maksimum!



Przyktady gradientéw

* Przyspieszenie czastki ptynu:

i 7P
a=——
P
e Czy bez
pochodnych
czastkowych

potrafilibysmy
przewidywacd
pogode?

a — przyspieszenie

P — cisnienie

p — gestosc’

geogrify.net/GEO1/Images/FOPG/0404.jpg
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Gradienty w nauce

~VE,

F — sita (wektor)
E, — energia potencjalna (skalar)

E- natezenie pola elektrycznego (wektor)
@ — potencjat pola elektrycznego (skalar)



DYWERGENCIJA



lloczyn skalarny (ang. dot product)

lloczynem skalarnym wektorow
U = (ux, uy,uz) orazw = (wx, Wy,WZ)
jest liczba (czyli ,skalar”)

U W = UpWy + UyWy + U W,
- —

U-w=uwcosa (a:katmiedzyuiw)
Dwa wektory sg prostopadte <& 4 -w =0

U] = Vi - i = Vu?



Dywergencja

e Dywergencja to charakterystyka

pola wektorowego

[punkt w przestrzeni (wektor) — skalar]
 Dywergencje definiujemy jako ,,iloczyn skalarny”
9 0 0
ox’ ox’ 0x

operatora V= ( ) i wartosci pola

wektorowego:
V- u=—+—+
“Tx T oy T oz

div u



Interpretacja dywergencji

Wyobrazmy sobie sfere o srodku w (x, y, z)
| bardzo, bardzo matym promieniu r

—

V - U jest miarg strumienia pola wektorowego u
przez powierzchnie tej sfery

V -1 > 0 oznacza, ze w (x, v, z) znajduje sie
,2rodto ptynu” lub ptyn ulega rozprezaniu

V -1 < 0 oznacza, ze w (x, v, z) znajduje sie
y,anihilator ptynu” lub ptyn ulega sprezaniu

—

V - U = 0 oznacza, ze przeptyw jest bezzrédtowy



Pole bezzrodtowe
V-i=0

Przyktady:

* Przeptyw cieczy niescisliwe;
 Pole magnetyczne

e Pole elektryczne w prozni



ROTACIA



Definicja

A du, OJu,, | u, Ju, | Ju, 0Ju,
dy 0z 0z Odx Jdx 0y

e Rotacja opisuje wirowosc pola wektorowego

e Oznaczenia: V XxX1u, rotu <curlu



Interpretacja

Niech U oznacza pole predkosci cieczy lub gazu
w duzym pojemniku. W wybranym miejscu (7°)
pojemnika umieszczamy kulke. Optywajacy j3
ptyn wprawi jg w ruch obrotowy. Wtedy oS
obrotu jest réwnolegta do (V X %)(#), zwrot
wyznacza reguta korkociggu, a predkosc¢ katowa

kulki jest proporcjonalna do |\7 X Uu| (7).




LAPLASJAN



Definicja

2, _ 0%u | 62u+62u
YT 9x2 T ay2 T 922

e Okresla, naile wartosc srednia u (skalar)
w otoczeniu jakiegos punktu przewyzsza
wartos¢ u w tym punkcie

e Alternatywny zapis:
Au, div grad u



FUNDAMENTALNE TWIERDZENIA



Twierdzenie o gradiencie
| 7@ - di =@ - 9@
[[5,d]

e Catka krzywoliniowa z gradientu pola
skalarnego réwna jest roznicy wartosci tego
pola na koncach krzywej catkowania

e W fizyce: gwarantuje sensownosc¢ pojecia
energii potencjalnej

f F) - dit = E,(7) — E, ()
[[7o,71]



Twierdzenie o gradiencie
| 7@ -di = 0@ - 0@
[[5,4]

* To twierdzenie uogdlnia podstawowe
twierdzenie rachunku catkowego

b
| reax=rw - @

na przestrzenie o wymiarze wiekszym niz 1

e Gradient jest tu uogdlnieniem zwyktej
pochodnej



Twierdzenie Kelvina-Stokesa

ff(ﬁxﬁ)-dsz fﬁ-di

S

Catka powierzchniowa ze strumienia rotacji pola
wektorowego (u) poprzez powierzchnie S réwna
jest catce krzywoliniowej z tego pola wzdtuz
(zamknietego) brzegu powierzchni (95);
powierzchnia nie musi by¢ ptaska (np. moze byc
potsfery)



Twierdzenie Kelvina-Stokesa

ff(ﬁxﬁ)-dsz fﬁ-di

S

:
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wkitad wirow zostaje catka
wewnatrz po brzegu

powierzchni
sie znosi



Znane od 1762 r

Twierdzenie o dywergencji (Gaussa)

ffv(ﬁ-ﬁ)aw: av(a-ﬁ)ds

) )

| |
suma zrodet + i — strumien przez brzeg

Catka objetosciowa z dywergencji pola
wektorowego (1) w objetosci VV rdwna
jest catce powierzchniowej ze strumienia tego
pola na powierzchni (brzegu, dV') tej objetosci



Znane od 1762 r

Twierdzenie o dywergencji (Gaussa)

ffv(ﬁ-a)cn/: av(ﬁ-ﬁ)ds

J J

|

\JX suma zrodet + i —
N

.,
strumien przez brzeg




/naczenie twierdzen

e Zaprezentowane tu twierdzenia umozliwiajg

redukcje wymiaru przestrzeni, w ktorej wyznacza
sie catki, ojeden (1 - 0,2 - 1,3 - 2)

e Sg powszechnie stosowane w naukach

przyrodniczych oraz... wyrafinowanych metodach
numerycznych

e Tak, wiem ze nic nie mowilismy o catkach
objetosciowych, powierzchniowych
| krzywoliniowych



FUNDAMENTALNE ROWNANIA
ROZNICZKOWE CZASTKOWE
(PRZYKLADY)



/Zasada zachowania masy
(mechanika ptynow)

ap _
_ — V .
3 (pu)

czyli \ dywergencja

dp _d(puy) 9(puy) d(puy,)
ot ox 90y = 0z

,predkos¢ zmiany masy ptynu w
i N matej kulce réwna jest

U — predkosc piynu strumieniowi masy ptynu przez
t — czas powierzchnie kulki”

p — gestos¢ ptynu




Warunek na niescisliwos¢ ptynu
(mechanika ptynow)

czyli

. ,Sstrumien masy ptynu
u — predkosc ptynu przeplywajacego przez
powierzchnie kulki rowna sie
zeru — tyle, ile ptynu wptywa,
tyle wyptywa”

t —czas



Rownanie dyfuzji
(takze: przewodnictwa cieplnego)

dp

— = DV?

ot P
W jednym wymiarze:

o _ 0%

ot 0x?

p — koncentracja (skalar?!)
D — wspotczynnik dyfuzji



Rownanie falowe

d*u
Drugi rzad w ¢ YY) — CZVZu
_ at \ ]
aplasjan
czyli
0’u ., (0*u 0%u 0°u
——5 =¢ | |
dt? 0x? 0dy? 0z
W jednym Wymiarze: ¢ — predkosc fali
u — wychylenie fali od
- 2 2 potozenia rownowagi



Rownania Maxwella

. - 0B |
V X F = _E rotacja
5 E OE
X B = uej+ 37 rotacja
gﬁ . E') =P dywergencja
V-B=0

dywergencja



ROZWIAZYWANIE ROWNAN
ROZNICZKOWYCH CZASTKOWYCH



Rozwigzywanie PDE

 Rozwigzywaniu pojedynczych (uktadow)
rownan rozniczkowych zwyczajnych
poswiecono wiele grubych podrecznikow
lub wrecz catych dziatow fizyki:

— E | e kt o d y Nam | ka C(‘)nduéti(m of

Heat in Solids

— Hydrodynamika
— Teoria sprezystosci
— Termodynamika

500 stron

— Mechanika kwantowa
— Ogolna teoria wzglednosci




Rozwigzywanie PDE

Rozne typy rownan wymagajg specyficznych
metod rozwigzywania (mechanika kwantowa
jednak nieco sie rézni od hydrodynamiki, etc.)

Octave nie ma gotowych metod dla PDE

Dostepne programy numeryczne sg baaaardzo
ztozone w obstudze

Dlatego zapraszam na bardziej zaawansowane
kursy, np. analize matematyczng lub —
zwtaszcza! — metody numeryczne



Te rOwnania daje sie rozwigzac
jeszcze na studiach!







Whnioski

Pochodna czastkowa to zwykta pochodna

Z ,zamrozonymi” wszystkimi zmiennymi
oprocz jedne;

Rownania rozniczkowe czastkowe sg
powszechnie uzywane w nauce i technice
Rozwigzywanie rownan rozniczkowych
czastkowych to odrebna gatgz wiedzy
Niemniej, wyksztatconemu cztowiekowi
wypada przynajmniej rozumiec jezyk rownan
rozniczkowych czgstkowych
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