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MOTYWACIA



Komputer czasami
produkuje nieoczekiwane wyniki

>> 10*(1-0.9)-1 # powinno byc 0
ans = -2.2204e-016

>>1+1e-17-1 # powinno byc le-17
ans= 0

>>n =int32(100000);

ans = 100000

>> n*n # powinno byc¢ 10000000000 lub 1e10
ans = 2147483647



There and back (?) again

dx
f= @(x,t) sin(x*t); o= sin(xt)
>>a=10; —a<t<a

>> t = linspace(-a, a, N);

>> y=|sode(f, 1, t);

>> tt = -t # odwracamy czas
>>yy = (f, y(N), tt);

>>yy(N)
ans = 0.95222 # powinno by¢



There and back (?) again

dx _
plot (t, v, tt, yy); dr sin(xt)
Xog = 1
5 ; —ast<a
5 | a = 10




There and back (???) again

dx _
plot (t, y, tt, yy); —- = sin(xt)
. xO — 1
—a<t<a
At a = 9




REPREZENTACIJA MASZYNOWA
LICZB — ,,LICZBY CALKOWITE"



Liczby naturalne

Liczb naturalnych jest nieskonczenie wiele,

a pojemnos¢ pamieci komputera jest ograniczona
Dziatania matematyczne na bardzo duzych
liczbach sg znacznie bardziej praco-

| czasochtonne niz dziatania na liczbach
niewielkich

Wiekszos¢ energii, jaka do pracy potrzebuje
procesor, zwigzana jest z transferem danych

Potrzebny KOMPROMIS



Kompromis

e 7 jednej strony chcielibySmy moc postugiwac
sie jak najwiekszym podzbiorem liczb
naturalnych, oczywiscie obejmujgcym liczby
najczesciej uzywane, czyli stosunkowo
niewielkie (tysigce, miliony, moze miliardy)

e 7 drugiej strony im bardziej ograniczymy ten
podzbior, tym obliczenia bedg bardziej
efektywne (skrocimy czas obliczen, oszczedzimy
na pamieci DRAM oraz rachunkach za prad).



Kompromis — stan wspotczesny

W ramach kompromisu definiuje sie liczby
naturalne, ktorych reprezentacja dwojkowa
ograniczona jest do N cyfr, gdzie N < 64

 Ze wzgledéw technicznych obecnie N = 8 - 2%

Nazwa C/C++ Bajty max (= 2V —1)
(Octave) (64 bity, 2016) (=N/8)
8 1 255

uint8, char unsigned char 0

uintl6 unsigned short 16 2 0 65 535
uint32 unsigned int 32 4 0 4 294 967 295
uint64 unsigned long long 64 8 O 18446744073 709 551 615



Procesor 64-bitowy

* 64-bitowe rejestry catkowitoliczbowe
(do operowania na liczbach catkowitych)

 64-bitowe adresowanie pamieci RAM
(64-bitowe wskazniki)

e 64-bitowe jednostki funkcjonalne (datapath)
w procesorze (w tym rejestry, takie jak
wskaznik instrukcji, licznik programu, etc.)



16, 32 czy 647

* Procesor 64-bitowy moze w jednym cyklu
zegara dodac dwie liczby 64-bitowe,
o wartosci rzedu 18 - 10'8; komputer 32-
bitowy operuje na liczbach rzedu 4 - 10°,
a komputery PC z pdznych lat 80. — ok. 6 - 10°.

e Gdy pojawity sie komputery (PC) 32-bitowe,
wszyscy natychmiast przerzucili sie z liczb
16-bitowych na 32-bitowe; gdy wprowadzono
komputery 64-bitowe, standardem pozostaty
liczby catkowite 32-bitowe. Dlaczego?



32 jest OK

* Na maszynach 16-bitowych ograniczenie liczb
catkowitych do ok. 30 000 prowadzito do
licznych ktopotow i btedow

e Ograniczenie rzedu 2 miliardy w komputerach

32-bitowych wystarcza w zdecydowanej
wiekszosci ,,normalnych” programoéw

e Liczby 64-bitowe zajmujg dwa razy wiecej
miejsca w pamieci niz liczby 32-bitowe




32 —dane, 64 — pamiec

e Waskim gardtem wspotczesnych procesorow jest
predkos¢ transferu danych z/do pamieci

e Jesli danych nie ma w pamieci podrecznej (cache),
to procesor moze oczekiwac na ich pobranie setki
(=200-300) cykli zegara zamiast 4 (bufor L1),

10 (bufor L2), lub 40-80 (L3)

e Uzycie liczb 64-bitowych zamiast 32-bitowych
zmniejsza efektywng pojemnosé L1/L2/L3

* Jednak architektura 64-bitowa pozwala usungé
bariery w ilosci adresowalnej pamieci (4-64 GB)



64 > 32

Komputery 64-bitowe:
e obstugujg znacznie wiecej pamieci operacyjnej

°* majg wiecej rejestrow

e znacznie szybciej przetwarzajg liczby catkowite
wieksze niz ok. 2 miliardy

Ale

e generujg wyraznie wiekszy strumien danych:
program (wskazniki!) i dane programu

Dlatego normalnie nie uzywa sie typu



Reprezentacja binarna

Obecnie liczby naturalne powszechnie
reprezentuje sie w systemie dwojkowym

31
[b31b30b29 ... b1bg| = z by - A
k=0



Reprezentacja binarna — przyktad

e DlauInt8 (N = 8 bitow)

[0 0010110]=2+4+16=22
8 4 2 1

(128 64 32 16 ]

Porownaj z systemem dziesietnym:
|8 2 0]=8-100+2-10 =820

(100 10 1]



Liczby catkowite

e Liczby catkowite mogg by¢ ujemne...

Nazwa | C/C++ Bajty min (= —2V"1) max (= 2V~1—
(Octave) | (64 bity) (=N/8)

int8 char -128
intl6 short 16 2 -32 768 32767
int32 int 32 4 -2 147 483 648 2 147 483 647

int64 long long 64 8 -9223372036854775808 9223372036854 775 807



Liczby catkowite

e Liczby catkowite mogg by¢ ujemne...

e Powszechne rozwigzanie:
waga najstarszego bitu jest ujemna

30
[b31b30b2g ... bibg] = —b3q - 2°7 + z by, - 2"
/:\ /:\ r\\\ k=0

bit najstarszy bit najmtodszy minus



Przekroczenie zakresu

Co sie stanie, gdy wynik operacji
arytmetycznej przekroczy dopuszczalny zakres
danego typu liczb catkowitych?

Niemal zawsze: BLAD

Octave: monitoruje operacje | w razie
przekroczenia zakresu w dot, przyjmuje ze
wynikiem jest wartos¢ ,,minimum” dla danego

typu
Analogicznie dla przekroczenia zakresu w gore



Przekroczenie zakresu

 Przekroczenie zakresu nie powoduje zadnej
reakcji alarmowej na procesorze

e Jezyki z rodziny C/C++ nie monitoruja
przekroczenia zakresu (to jest zbyt czasochtonne)
— cata odpowiedzialnos¢ za poprawne dziatanie
programu spada na programiste

* Inne jezyki: programy mogg zgtasza¢ wyjatek
(np. Ada) lub promowac zmienne do typu
dowolnej precyzji (np. Python)



,Liczby catkowite”

e Ze wzgledu na ograniczony zakres ,liczb
catkowitych” dostepnych w komputerach,
nie sg to doktadne odpowiedniki liczb

naturalnych (catkowitych) uzywanych
w matematyce



REPREZENTACIJA MASZYNOWA
LICZB — ,,LICZBY RZECZYWISTE"



Problem nieskonczonosci

e 7 liczbami rzeczywistymi problem jest podobny
jak z liczbami catkowitymi: jest ich nieskonczona
liczba

e Zapisanie doktadanej wartosci tak uzytecznych

liczb rzeczywistych, jak 1 czy V2, wymagatoby
uzycia nieskonczonej liczby cyfr (dziesietnych,
dwojkowych etc.)

 Rozpietosc liczb rzeczywistych uzywanych w
inzynierii jest ogromna, co najmniej 1073°...103°



Kompromis

/nowu potrzebny jest kompromis:

 Nie ma mowy o doktadnej reprezentacji liczb
rzeczywistych — zamiast tego uzywa sie ich
przyblizen (zaokraglen)

e Chcielibysmy, by te przyblizenia byty jak
najbardziej doktadne i obejmowaty bardzo
duzy zakres liczb (np. £[107199...101997)

e 7/ drugiej strony chcemy, by operacje na tych
liczbach byty wykonywane szybko




Kompromis

e Kompromis musi wiec obejmowac:
1. Doktadnosc¢ (jak najmniejsze btedy zaokraglen)
2. Zakres (jak najszerszy zakres liczb)

Mozliwos¢ zapewnienia efektywnej
implementacji maszynowej (najlepiej: jedno
dodawanie na cykl zegara)

4. Jak najmniejsze obcigzenie dla pamieci
komputera

e Punkty 1-2 ktécg sie z punktami 3-4



Liczby zmiennopozycyjne

e Kompromis polega na zastosowaniu
reprezentacji zmiennopozycyjnej

* W tej reprezentacji do zapisu (przyblizenia) liczby
rzeczywistej (x) uzywa sie notacji inzynierskiej:

x=z-u-BY

Z —znak (-1 lub 1)

1 — mantysa (znormalizowana czes¢ utamkowa)

B — podstawa (zwykle B = 2)

w — wyktadnik



Mantysa

o Zaktadamy, ze czes¢ utamkowa ma postac
znormalizowang

1<u<B

Przyktad:
h~ 6,626 -1073* = +6.626E-34

znak: +1

znormalizowana mantysa: 6,626
wyktadnik: -34

podstawa: 10



Mantysa: uktad dwojkowy

* V2 x 141421 ~ 1. 0110101000(2)

181

* 1.0110101,) =1 +2 + +35 +— = — = 14141
128 128



Ukryty bit

e /normalizowana mantysa
1<m<B
w ukfadzie dwojkowym (B = 2)
Zawsze zaczyna sie cyfrg 1
— tej cyfry komputery nie przechowujq

e Jest to tzw. cyfra ukryta/bit ukryty (hidden bit)



Wyktadnik (cecha)

e Zakres wyktadnika (w) powinien obejmowac
liczby ujemne i dodatnie; ujemne wyktadniki
odpowiadajg liczbom < 1

e 7 technicznego punktu widzenia korzystnie
jest, by maszynowa reprezentacja wyktadnika
byta nieujemna

* Dlatego wprowadza sie tzw. bias (b): komputer
przechowuje wartoS¢ w + b



IEEE Standard for Floating-Point
Arithmetic (IEEE 754)

VA

7 . |
i”gk: wyktadnik utamek
It K bitow n bitow
1 bit znaku

k bitow wyktadnika

bias wyktadnika = 2¢~1 +1

n bitow czesci utamkowej, bez ukrytego bitu
podstawa arytmetyki B = 2 lub B = 10



IEEE Standard for Floating-Point
Arithmetic (IEEE 754)

/’ i \ . ) i \ Y J
Z”f“f wyktadnik: utamek:
- k bitow n bitow
bitow
bity cyfry
Zhacz.
single ~le-7 ~3e38 ~le-38
double 64 1 11 52 1023 = 16 ~2e-16 ~2e308 ~2e-308

extended 80 1 15 64 16383 =~ 19 ~le-19 =~1e4932 ~=~1e-4932



Octave: Format bit

>> format bit;
>>int32(35) # 35 =32+2+1
ans = 00000000000000000000000000100011

>>6/5
ans=00111111111100110011001100110011001100110011001100110011001100112
wyktadnik czesc
utamkowa
znak
6 wyktadnik =
== 1209 = 1.0011001100 ..z | O-+bias =
“\ 0+1023 =
01111111111y,

hidden bit



Mnozenie

Xq =27y uq - B"M

Xy = Zy * Uy - B2
Jak obliczy¢ x" = x{ - x, ?

x' =z -u-B%Y
x'=xq Xy
u' = uq * u, (+ zaokraglenie + normalizacja)
w' = wy; + w, (+ normalizacja)
e Skoro1l < u’ < 4, to normalizacja jest prosta
* Doktadnos¢ wyniku jest na poziomie €



Dzielenie

e Dzielenie dziata podobnie do mnozenia, tzn.
doktadnos¢ wyniku jest na poziomie epsilona
maszynowego i wynika z zaokraglenia
doktadnego wyniku



Dodawanie i odejmowanie

x1 =Z1'u1'BW1
Xo = Z9 Uy 'BW2

Jak obliczy¢ x" = x; + x5 ?
x,:Z"u,'BW,

e Sprowadzamy problemdox; = x, = 0

e Wtedy w; = w,, czyliw, —w; < 0 oraz
x1 i xZ — (uliuzBWZ_Wl) . BW1

\ )
1

denormalizacja



Denormalizacja w dodawaniu

X1 + Xo = (u1+uzBW2_W1) . BW1

|
denormalizacja

Przyktad:
B=10,k=2,n=2,x; =10,x, = 0.33
x,=1.0E01, x,=3.3E-01
x; + x,=(1.0 +3.3- 10%)E01
=(1.0 + 0.0%%)
= 1.0%3E01= 1.0E01 = 10



Epsilon maszynowy

e Jak widzimy, denormalizacja i zaokraglanie

prowadzi do sytuacji, gdy dla pewnych
X >0 zachodzi 1+x=1

 Najmniejsza liczbe reprezentowang w danym
procesorze takg, ze 1 + x > 1 nazywamy
epsilonem maszynowym i oznaczamy € lub u.



Utrata doktadnosci w odejmowaniu

X1 — Xy = (uy—u,B%27%1) . p"1
Przyktad:
B=10k=2,n=2
x; = 1/3 = 3.3E-01, x, = 3/10 = 3.0E-01
X; — x, = (3.3 = 3.0)E-01 = 0.3E-01 = 3.0E-2

Wartoé¢ doktadna: - — — = — = 0.033(3)
3 10 30
. 0.0333(3)—0.03 _ 0.003(3) _ .,
Btad wzgledny: 00333) -~ 0033) 10%

Btad jest znacznie wiekszy od € (1%)



/noszenie sie sktadnikow

Odjecie dwoch liczb zmiennopozycyjnych

o zblizonych wartosciach prowadzi do utraty
doktadnosci wyniku znacznie przekraczajgcej
epsilon maszynowy

Jest to ,,znoszenie sie sktadnikow”
Podobnie jest w przypadku x+y, gdy x iy s3
przeciwnych znakow

Kilkukrotne zniesienie sie sktadnikow zwykle
czyni wynik bezwartosciowym



Konsekwencje...

* W arytmetyce zmiennopozycyjnej:
xty)tz#xt(yxt2)
(x*y)*z # x*(y*2)
x*x(y+z)Fx*xy+x*z

czyli kolejnos¢ wykonywania operacji ma
wptyw na wynik

 Ten sam program w roznych komputerach

(lub kompilowany z réznymi opcjami)
moze dac inne wyniki



Wartosci specjalne

>> format bit
>>(0/0 # NaN (Not a Number)

ans=1111111111111000000000000000000000000000000000000000000000000000
>> 1/0 # Inf (Infinity, czyli nieskoriczonos¢

ans =0111111111110000000000000000000000000000000000000000000000000000
>>-1/0 # -Inf
ans=1111111111110000000000000000000000000000000000000000000000000000

>> (0 # zero
ans = 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

>> -0 # minus zero
ans =1000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000



Podsumowanie: zrédta btedéw
(na poziomie maszynowym)

Zaleznos¢ wyniku od kolejnosci obliczen
Zaokraglenia (ograniczona doktadnos¢)
/noszenie sie sktadnikéw

Wartosci specjalne

Przepetnienie i niedomiar
(= metody numeryczne)



ZRODLA BLEDOW
W INZYNIERSKICH
OBLICZENIACH KOMPUTEROWYCH



Btad modelu ®



Btedy danych wejsciowych

 Wystepujg praktycznie zawsze, gdy dane
wejsciowe pochodzg z pomiaru wielkosci
fizycznych

e Uzyty algorytm moze ,wzmacniac¢” takie btedy
— por. , efekt motyla”



Btedy reprezentacji

 Wystepujg wtedy, gdy reprezentacja
maszynowa nie jest w stanie odtworzyc

z dostateczng doktadnoscia liczb znanych
doktadnie

* Przyktady: liczby niewymierne, a takze
wiekszos¢ wymiernych, np. 1/3, 1/7 etc.



Btedy obciecia

 Powstajg wtedy, gdy ,,obcinamy” doktadne
wyrazenie (zwykle nieskonczong sume), np.
Zamiast

% n
e’ = —
n!
n=0
uzywamy przyblizenia
x? xS

e ~1+x




Btedy obciecia

Btad obciecia powstaje takze w sytuacji,

gdy

o Wartosc¢ catki przyblizamy skonczong suma

e \W szeregu Taylora zostawiamy tylko kilka
pierwszych wyrazow



Btedy dyskretyzacji

* Wynikajg z zastgpienia funkcji ciggtych
ich wartosciami w dyskretnym (=skoriczonym)
zbiorze punktow

e Przyktad:

fe+h)—f)  flx+Ax) — f(x)
h Ax
e Oczywiscie jest to rodzaj btedu obciecia
(szeregu Taylora)
— tak czesty, ze otrzymat specjalng nazwe

F'() = Jim




Niestabilnos¢ numeryczna

e  Efekt motyla”

e Czasami w samej istocie problemu
matematycznego zawarta jest ogromna
wrazliwos¢ na jakikolwiek btgd w wartosciach
poczatkowych (lub posrednich)



Btedy wynikajgce
Z reprezentacji maszynowe]

e Zaleznosc od kolejnosci obliczen, zaokraglenia,
znoszenie sie sktadnikow w arytmetyce
Zzmiennopozycyjnej, etc.

* Przekroczenie zakresu w arytmetyce
catkowitoliczbowej, etc.



Btedy wynikajace
Z reprezentacji maszynowe]

e Btedom tym mozna probowac przeciwdziatac
poprzez zmiane algorytmu i/lub implementaciji

 Trzeba jednak rozumiec, co sie dzieje ,,pod
maska” procesora — stad tak dtugi wstep do
niniejszego wyktadu



Pomytki ©

TESTY, TESTY, TESTY!!!

o /wykle mozna przewidzie¢ wartosci
w pewnych przypadkach granicznych
lub dostepne s3 wyniki referencyjne
— uzywaj ich do kontroli poprawnosci
swoich wynikow



Przyktady

o Katastrofa Ariane 5: integer overflow
http://www.around.com/ariane.html
utrata rakiety i tadunku, 7 mld USD

e Failure at Dhahran:
loss of significance

https://en.wikipedia.org/wiki/MIM-
104 Patriot#Failure at Dhahran

sSmierc¢ 28 zotnierzy US Army



http://www.around.com/ariane.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Loss_of_significance
https://en.wikipedia.org/wiki/MIM-104_Patriot#Failure_at_Dhahran
https://en.wikipedia.org/wiki/MIM-104_Patriot#Failure_at_Dhahran

Whnioski

Po dzisiejszym wyktadzie mozna by
wnioskowac, ze to, iz komputerom w ogole
mozna ufac, zakrawa na cud

W rzeczywistosci nie jest tak zle

Jednak ocena wiarygodnosci wynikow
symulacji nalezy do fundamentalnych
problemow stojacych przed kazdym
,sSymulantem”

Potrzeba do tego lat doswiadczenia
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